
对称与守恒（上）：时空对称性
经典力学中的对称性和守恒律

考虑一个 n 维系统，研究这个系统的动力学变量的某个单参连续变换族，每个实数 λ
指定了一个变换：

λ : qa(t) → qa(t; λ)

特别地规定 qa(t, 0) = qa(t)。作为一个简单的例子，我们考虑如下多粒子系统：

L =
1

2
∑

r

mrẋr ⋅ ẋr +∑
r>s

V (r,s)(∥xr − xs∥)

我们考察一个无穷小变换：

qa → qa + (Dqa)dλ Dqa =
∂qa

∂λ
|λ = 0

立刻得到拉氏量的变换：

DL =
∂L

∂qa
Dqa +

∂L

∂q̇a
Dq̇a =

∂L

∂qa
Dqa + pa

dDqa

dt

只要我们有了对称性，我们就可以构造：

Q = paDqa − F

求其对时间的导数：

dQ

dt
= ṗaDqa + pa

dDqa

dt
−

dF

dt
= 0

因此 Q 是守恒量。于是我们得到诺特定理：一个无穷小对称性变换必然对应一个守恒
量。以下举三个例子说明：

Definition

我们定义一个变换是对称性当且仅当 DL =
dF

dt
，其中 F = F(qa, q̇a, t)。因为这

样的变换不改变运动方程。



第一个例子是前面给出的拉氏量，我们做无穷小平移 ：

xr → xr + λe ⇒ Dxr = e

从而有：

DL = 0 ⇒ F = 0

构造守恒量：

Q = e ⋅ mrẋr

这是动量守恒。

第二个例子是一般的不显含时间的拉氏量 L(qa, q̇a)，考察其时间平移：

qa → qa(t + λ) ⇒ Dqa =
∂qa

∂λ
|λ=0 = q̇a

DL =
∂L

∂qa
q̇a +

∂L

∂q̇a
q̈a =

dL

dt
⇒ F = L

从而：

Q = paDqa − F = paq̇a − L = H

这是能量守恒。

第三个例子回到前面给出的拉氏量：

xr → R(λ, e)xr ⇒ Dxr = e × xr

同样有 DL = 0 ⇒ F = 0，构造守恒量：

Q = ∑
r

pr ⋅ (e × xr) = e ⋅∑
r

(xr × pr) = e ⋅ J

这是角动量守恒。

推广到量子力学中

量子力学中守恒量可以用于生成无穷小对称性，只需将 qa 与 Q 做一个对易括号（实
际上这个性质来源于哈氏力学中的经典对易子），对于 Q 中不显含 q̇a 的情形：

[qa, Q] = [qa, pbDq b − F ] = [qa, pb]Dq b = iDqa



这样就把无穷小对称变换生成出来了。在 Q 中含有 q̇a 的情形这个也是对的，但是我
们不再证明了。典型的例子包括使用哈密顿算符生成时间演化，演化后能量守恒；使
用动量算符生成坐标平移，平移后动量守恒。或者你可以这样理解利用守恒量生成无
穷小对称性：设守恒量为 Q，海森堡绘景下，它生成的变换作用到哈密顿算符上为：

U †(λ)HU(λ) = H U(λ) = exp(−iλQ)

取 λ → 0，得到：

U †HU = H + iλ[Q, H]

由 Q 为守恒量得到 [Q, H] = 0，从而在 Q 生成的无穷小变换下哈密顿量是不变的，从
而 Q 确实生成了无穷小对称性。

推广到经典场论中

实际上我们要推广的核心公式是：

Q = paDqa − F

只不过我们现在并不是离散指标求和，而是对空间积分。这样我们会获得额外的信
息：我们会发现全空间的 Q 是一定的，但是我们可以局域化 Q 以得到 Q 的密度，我
们也可以看到 Q 从空间中第一部分流向另一部分。比如在电动力学中我们有如下结
论：

∂ρ

∂t
+ ∇ ⋅ j = 0

现在我们考虑处理一组场，对这组场做一个单参数变换：

ϕa(x) → ϕa(x, λ)

同样定义无穷小变换率：

Dϕa =
∂ϕa

∂λ
|λ=0

我们仍然将不改变运动方程的变换定义为无穷小对称性，现在，对场量做的变换将引
起拉氏密度的变化，我们将

DL = ∂μF μ

定义为无穷小对称性。考虑此时拉氏量的变化：

∫



作用量的变化显然是：

δS = ∫ DLdt = ∫ d3x(F 0(x, t2) − F 0(x, t1))

作用量的变化只与两个边界上场的构型有关，显然也是不影响运动方程的。直接计算
DL  显然有

DL =
∂L

∂ϕa
Dϕa + πμ

a∂μ(Dϕa) πμ
a =

∂L

∂(∂μϕa)

定义如下量：

J μ = πμ
aDϕa − F μ

计算：

所以这是诺特定理在场论中的形式，我们获得了守恒流。我们也有在全空间中守恒的
守恒荷：

Q = ∫ d3xJ 0 = ∫ d3xπ0
aDϕa − ∫ d3xF 0 = ∫ d3xπ0

aDϕa − F

显然，守恒流有一定的规范自由性，我们可以为 F  加一个反对称张量的导数：

F μ → F μ + ∂νAμν

这样的做法不会影响 ∂μF μ，所以 DL = ∂μF μ 可以确定多个不同的 F μ。但是这个做
法将导致守恒流变化：

J μ → J μ − ∂νAμν

DL = ∫ d3DL

= ∫ d3x∂μF μ

= ∫ d3x∂iF
i + ∫ d3x∂0F 0

=
d

dt
∫ d3xF 0

∂μJ μ = (∂μπμ
a)Dϕa + πμ

a∂μDϕa − ∂μF μ

=
∂L

∂ϕa
Dϕa + πμ

a∂μDϕa − ∂μF μ

= 0



但是幸运的是：

Q = ∫ d3x(J 0 − ∂iA
0i)

多出来的这一个东西可以使用分部积分干掉，所以全空间的守恒荷并没发生变化。

几个场景的具体计算

时空平移

我们先考虑最简单的一种变换：

ϕa(x) → ϕa(x + λe)

不难求出场量在这种无穷小变换下的变化率：

Dϕa =
dϕa

dλ
|λ=0 ⇒ Dϕa = eρ∂ ρϕa(x)

看看上面的守恒流的形式：

J μ = πμ
aDϕa − F μ

第一项是线性依赖于 eρ 的；在无穷小变换情形下，DL  也是线性依赖于 eρ 的，这将
导致 F μ 线性依赖于 eρ，所以我们最终期望得到线性依赖于 eρ 的守恒流。这样的守恒
流应该怎么表示呢？那就是对 eρ 做个线性变换：

J μ = eρT ρμ

那么我们会得到四条守恒定律：

∂μT ρμ = 0

这里的 T ρμ 被称为正则能量动量张量。既然能写出这样的方程，这意味着 T ρμ 中取
ρ = 0, 1, 2, 3 都可以分别当作 4-守恒流处理。当然，正则能动张量并非唯一，我们可
以添加一个反称部分的导数：

θρμ = T ρμ + ∂λ(Aρμλ) ⇒ ∂μθρμ = 0

显然，能量动量张量定义了 4 个守恒荷：

P ρ = ∫ d3xT ρ0



下面我们给出能动张量的具体形式，计算：

DL = eρ (
∂L

∂ϕa
∂ ρϕa +

∂L

∂(∂ νϕa)
∂ ρ(∂ νϕa)) = eρ∂ ρ

L

注意到：

eρ∂ ρ
L = ∂μ(gμρeρL )

立刻得知：

F μ = gμρeρL

所以有我们的守恒流：

J μ = πμ
aeρ∂ ρϕa − gμρeρL

从中可以拉出能动张量：

T ρμ = πμ
a∂ ρϕa − gμρ

L

在我们前面讨论的自由标量场情形，T ρμ 显然是对称的。那么我们现在检查一下这个
能动张量对不对，我们可以检查它导出的四个守恒荷。首先是 ρ = 0 的部分：

T 00 = π0
a∂ 0ϕa − g00

L = πaϕ̇a − L

这正是我们的哈密顿量密度，所以 T 00 是能量。考虑：

T i0 = π0∂ iϕ − g0i
L = (∂ 0ϕ)(∂ iϕ)

考虑：

P = −∫ d3x(∂ 0ϕ)(∇ϕ)

代入之前的标量场，需要计算如下积分：

利用之前的技巧，关于 x 的积分均产出 δ(3)(p − p′)，最终可得到结果：

P =
1

2
∫ d3p(apa†

p + a†
pap)p

如果做正规排序就可以得到合理的总动量 P = ∫ d3p(a
†
pap)p。



洛伦兹变换

我们先来找找无穷小洛伦兹变换。先考虑一个一般的无穷小线性变换：

Λ : xμ → xμ + ϵμνxνdλ

同样地，我们考虑对偶矢量的变换：

yμ → yμ + ϵμνyνdλ

在洛伦兹变换下我们要求两个矢量的内积不变，也就是说：

ϵμνxνyμ + ϵμνyνxμ = (ϵμν + ϵνμ)xμyν = 0 ⇒ ϵμν + ϵνμ = 0

问无穷小洛伦兹变换是什么其实也是在问洛伦兹群的 Lie 代数是什么。我们知道洛伦
兹群同构于一个矩阵群 ΛηΛ = η，它的 Lie 代数同样同构于一个矩阵群 AT = −ηAη。
这个矩阵群里面的每个 A 可以视为一个 (1, 1) 型张量，ϵμν 即为其用度规降指标的结
果。不难验证以上求出的 ϵμν 确实生成洛伦兹变换，例如取 ϵ12 = 1 = ϵ21，则诱导的变
换是：

x1 → x1 cos λ − x2 sin λ x2 → x2 cos λ + x2 sin λ

这是旋转变换，这样的旋转变换有三种。若取 ϵ10 = −ϵ01 = 1，诱导的变换是：

x0 → x0 cosh λ + x1 sinh λ x1 → x1 cosh λ + x0 sinh λ

这是 Boost。
现在看洛伦兹变换下的守恒流会出现什么情况。再回到守恒流的表达式：

J μ = πμ
aDϕa − F μ

现在的 Dϕa 必然线性依赖于每一个坐标的微小变化，而第 μ 个坐标的微小变化又必然
依赖于 ϵμν，所以我们可以说 J μ 是线性依赖于 ϵ 中的每个元素的。既然这样，最简单
的写法是：

J μ =
1

2
ϵλρM λρμ

由于 ϵ 对两个下标反对称，不妨假设 M 对 λ, ρ 两个指标是反对称的。所以这里的 1

2
是为了防止重复计数。我们现在将得到六组守恒律：

∂μM λρμ = 0



也就是说指定一组 λ, ρ，M λρμ 就可以被视作一个守恒流。我们稍微混用一下 J 这个符
号，制造六个守恒荷：

J λρ = ∫ d3xM λρ0

由于洛伦兹变换中包含三个空间旋转，所以我们可以猜到其中有三个是角动量。下面
我们仍只考察标量场，做如下变换：

Λ : ϕa(x) → ϕa(Λ−1x)

从而：

(Λ−1x)ρ = xρ − ϵρσxσdλ = xρ + ϵσρxσdλ

注意：这里再次强调洛伦兹协变这个问题，如果将老坐标 x 做个洛伦兹变换变成新坐
标 x′ = Λx，那么为了保证 ϕ′(x′) = ϕ(x) 就有 ϕ′(x′) = ϕ(Λ−1x′)。略去 ′ 不写就得到
了上文中变化后的场量 ϕ(Λ−1x)，其中 x 为新坐标。从而场量的变化：

Dϕa = ϵσρxσ∂ρϕa = ϵσρxσ∂ ρϕa

此时拉氏密度的变化：

DL = ϵσρxσ∂ ρ
L = ∂ ρ(ϵσρxσ

L ) = ∂μ(gμρϵσρxσ
L )

求出守恒流：

J μ = ϵσρxσ(πμ
a∂ ρϕa − gμρ

L )

所以我们立刻看出其中包含了一个能动张量：

J μ = ϵσρxσT ρμ

为了构建之前提到的 M，我们需要先来一个反称化：

J μ =
1

2
ϵσρ(xσT ρμ − xρT σμ) =

1

2
ϵσρM σρμ

你容易看出前面有些守恒荷就是角动量：

J 12 = ∫ d3x(x1T 20 − x2T 10)

但是我们可以关新的守恒量，比如：



J 10 = ∫ d3x(x1T 00 − x0T 10) = ∫ d3x(x1T 00) − tP 1

这是质心运动定律的相对论类比。


