
缺失的一环：从经典场论到量子场论
从经典力学到经典量子理论需要通过正则量子化，那么我们能不能通过相似的步骤从
经典场论过渡到量子场论？或者，从经典力学到经典场论需要取连续极限，我们能不
能通过类似的方法从经典量子理论过渡到经典场论？为此，我们先进行复习。

经典力学

我们知道在经典力学中有：

S = ∫ dtL(q, q̇, t)

使用变分法容易得到：

δS = ∫ dt(( ∂L

∂qa
−

dpa

dt
)δqa) + paδqa|t2

t1

利用边界条件即可得到拉氏方程。对拉氏量做勒让德变换 H = paq̇a − L，立刻得到：

对比立刻得到哈氏方程：

∂H

∂pa

= q̇a ∂H

∂qa
= −ṗa

当然，在推导哈氏方程的过程中，我们有两个要求：完备性和独立性

δH =
∂H

∂pa

δpa +
∂H

∂qa

δqa

= q̇aδpa + paδq̇a −
∂L

∂qa
δqa −

∂L

∂q̇a
δq̇a

完备性要求 q̇a 完全可以由 qa, pa 显式写出，换言之方程组 pa =
∂L

∂q̇a
 是完全可以

解出的。

独立性要求每一个 pa, qa 可以有任意的独立变化，从而可以利用 δpa, δqa 的任意性
导出 Hamilton 方程。
实际上，不完备性就会导致约束的出现，从而导致独立性被破坏。我们举出下面的
例子：考虑一个在球面上运动的粒子，我们仍然可以使用三个欧几里得坐标作为广
义坐标，但是通过一个拉格朗日乘子作为约束：



正则量子化

正则量子化是一种将哈氏系统转换为量子力学系统的方法。由于经典动力学变量满足
对易关系：

{qa, q b} = {pa, pb} = 0 {qa, pb} = δa
b

由于在量子场论中我们只讨论海森堡绘景，因此我们这里只关心海森堡绘景怎么做。
这种对易关系可以直接被推广到海森堡绘景中随时间演化的算符上：

[qa(t), q b(t)] = [pa(t), pb(t)] = 0 [qa(t), pb(t)] = iδa
b

量子系统的哈氏量与经典系统相同，这意味着做正则量子化的时候我们只需将经典习
题中的 p, q 全部替换成算符。但是注意这个说法没有规定各个算符的排列顺序，因而
这是一个模糊的说法。为了避免这种模糊性的影响，我们通常在笛卡尔系中写出哈氏
量而后做正则量子化。
量子力学中时间演化由哈密顿算符生成，从而：

dAH

dt
= i[H, AH ] +

∂AS

∂t

特别地，有两个特殊的对易关系：

[qi, F(p)] = iℏ
∂F

∂pi

[pi, G(q)] = −iℏ
∂G

∂qi

这可以通过将 F(p), G(q) 展开成级数完成证明。利用这两个结论容易得到量子力学版
的哈氏正则方程：

dqa

dt
=

∂H

∂pa

dpa

dt
= −

∂H

∂qa

经典场论

在经典场论中，构型空间是无穷维的，一组场量 ϕa(x, t) 取代了有限个 qa(t)。对应关
系是 t → t, a → a, x。拉氏量可以写作某个拉氏密度对空间的积分：

L =
1

2
mẋ2 + λ(x2 − 1)

如果你将 λ 放在正则坐标的位置上，那么你无法通过这个拉氏方程过渡到哈氏方
程，因为 pλ = 0，这导致你无法对 pλ 进行独立变分，此时需要 Dirac 的约束理论
进行处理。在之后的讨论中，我们只讨论完备性和独立性满足的情形。



L = ∫ Ld3x

我们只考虑局域系统，从而 L = L (ϕa, ∂μϕa)。作用量：

S = ∫ dtL = ∫ d4xL (ϕa(x), ∂μϕa(x), x)

由于 d4x 是不变体元，因此如果 L  是洛伦兹变换下的不变量，则运动方程就是洛伦
兹协变的。使用变分法可以立刻得到运动方程：

从而得到运动方程。为了写出运动方程方便起见，我们定义：

πμ
a =

∂L

∂(∂μϕa)

则运动方程为：

∂L

∂ϕa
− ∂μπμ

a = 0

下面举一个具体的例子：设有一个实的、洛伦兹协变的标量场的拉氏量是：

L = ±
1

2
(a∂μϕ∂ μϕ + bϕ2)

注意：我们说一个标量场协变是 ϕ′(x′) = ϕ(x)，而不是 ϕ(x) = ϕ(x′)。ϕ 为不依赖坐
标定义的标量场 ψ 与将一点映射到坐标系的函数符合而形成的函数，在坐标变换之下
是会变的。立刻换元 ϕ → ϕ√a，再令 b/a = c，我们有：

L = ±
1

2
(∂μϕ∂ μϕ + cϕ2)

将 L  设置为 ϕ, ∂μϕ 的函数，则有：

πμ =
∂L

∂(∂μϕ)
= ±∂ μϕ

∂L

∂ϕ
= ±cϕ

所以得到的运动方程是：

∂μ∂ μϕ = cϕ

δS = ∫ d4x( ∂L

∂ϕa
δϕa +

∂L

∂(∂μϕa)
δ(∂μϕa))

= ∫ d4x( ∂L

∂ϕa
− ∂μ (

∂L

∂(∂μϕa)
))δϕa



这正式 KG 方程。现在我们推导其哈氏形式。注意在有限维系统中正则动量的定义方
式：

pa =
∂L

∂q̇a

自然地，可以类比到无穷维：

πa =
∂L

∂(ϕ̇a)

哈氏量：

H = ∫ d3xH = ∫ d3x(πaϕ̇a −L )

不难验证在我们的例子中：

H = ±( 1

2
π2 +

1

2
∥∇ϕ∥2 −

1

2
cϕ2)

为了使得这个能量密度有下界，我们只能选择 +，并且应选择 c = −μ2，此时我们的
运动方程确实就是 KG 方程。

原书中未谈到如何推出哈氏理论中场的运动方程，这里做一个补充。考虑哈氏量的微
小变化：

另一方面，我们有：

δH = ∫ d3x
δH

δπa

δπa +
δH

δϕa
δϕa

两式对比立刻得到哈氏运动方程。可见求出哈氏运动方程的关键是找出 H 的变分。

进入量子场论

δH = ∫ d3xπa(δϕ̇a) + ϕ̇aδπa − δL

= ∫ d3xπa(δϕ̇a) + ϕ̇aδπa −
∂L

∂ϕa
δϕa −

∂L

∂(∂iϕa)
∂i(δϕa) −

∂L

∂ϕ̇a
δ(ϕ̇a)

= ∫ d3xϕ̇aδπa − ( ∂L

∂ϕa
− ∂i (

∂L

∂(∂iϕa)
))δϕa

= ∫ d3xϕ̇aδπa − π̇aδϕa



在经典场论中，有和经典力学一样的对易子。经典力学中的对易子写为：

{f, g} =
∂f

∂q i

∂g

∂pi

−
∂f

∂pi

∂g

∂qi

但是，现在我们考虑的“力学量”不再是 (q, p) 的函数，而是 (qa, πa) 的泛函，因此对易
子应改写为：

{f[qa, πa], g[qa, πa]} = ∑
a

∫ d3x( δf

δqa

δg

δπa

−
δg

δπa

δf

δqa
)

那么在经典场论中有如下对易子，并且可以推广到量子力学中：

{ϕa, ϕb} = {πa, πb} = 0 {ϕa, πb} = iδa
b δ(3)(x − y)

量子力学中哈氏量依然为 H = ∫ d3xH，且海森堡方程仍然满足。下面我们以 KG 场
做个例子。考虑用算符写出哈氏量：

H =
1

2
∫ d3x(π2(x, t) + ∥∇ϕ∥2 + μ2ϕ2(x, t))

求其运动方程：

这里重点计算第一个对易子：注意到：

回代后得到：

ϕ̇(x, t) = i[H, ϕ(x, t)]

= i∫ d3y
1

2
[π2(y, t), ϕ(x, t)]

= i∫ d3yπ(y, t)(−iδ3(y − x))

= π(x, t)

π̇(x, t) = i[H, π(x, t)]

= i∫ d3y
1

2
([∥∇ϕ(y, t)∥2, π(x, t)] + μ2[ϕ2(y, t), π(x, t)])

[∇yϕ(y, t), π(x, t)] = ∇y[ϕ(y, t), π(x, t)]

= i∇yδ3(y − x)

i[H, π(x, t)] = i∫ d3y(∇ϕ(y, t) ⋅ i∇δ3(y − x) + μ2ϕ(y, t)(iδ3(y − x)))

= ∇2ϕ(x, t) − μ2ϕ(x, t)



其中使用了一次分部积分。这就是 KG 方程。因此我们通过正则量子化程序导出了场
的运动方程——这只需我们将经典场论中的场量换成场算符，而后使用海森堡运动方
程即可。注意：我们在前三节中可以以一种极其富有物理意义的方式推进，这是因为
我们已经知道我们的场需要描述无限空间中自由粒子，然而这样的方法无法被推广至
我们尚不清楚物理意义的系统，比如所谓 ϕ4 相互作用系统。

正规排序

现在让我们对系统做更进一步的自洽性检验。之前我们已知量子化标量场可以写成升
降算符的组合，把它代入哈氏量，得到：

展开之后获得四项，我们要计算其中的这个三重积分。对空间的部分全都是
exp(±ix ⋅ (p ± p′))，积分后得到的都是 δ(p − p′)。最终，哈密顿量有以下形式：

然而，在之前，我们做第二量子化的时候利用计数算符写出了能量：

H = ∫ d3p(a†
pap)ωp

我们凑一凑：

所以其实有一个无穷大的常数。在我们现在的研究中，这个常数显然是无关紧要的
（不过在广义相对论中这很重要，并且 Einstein 通过引入宇宙学常数的方式来调整了
宇宙的能量）。一种理解这个常数的方式是因为这里有无限个谐振子，而我们将其零
点能叠加起来。

H =
1

2
∫ d3p

1

2ωp

((apa−p exp(−2iωpt) + a†
pa

†
−p exp(2iωpt)) × (−ω2

p + ∥p∥2 + μ2)

+ (apa†
p + a†

pap) × (ω2
p + ∥p∥2 + μ2))

=
1

2
∫ d3p(apa†

p + a†
pap)ωp

H = ∫ d3p(a†
pap +

1

2
[ap, a†

p])ωp

= ∫ d3p(a†
pap +

1

2
δ(3)(0))ωp



我们发现这个奇怪的无穷大零点能只是排序的问题，而在正则量子化中，算符的排序
本来就是模糊的，所以我们定义一组自由标量场的正规排序积：

: ϕa1(x1)ϕa2(x2) ⋯ ϕan(xn) :

为将所有湮灭算符置于右侧，产生算符则置于左侧的结果。应用到刚才的哈密顿量
上，假定我们定义：

H =
1

2
∫ d3x(: π2 + ∥∇ϕ∥2 + μ2ϕ2 :)

我们即可处理零点能发散的问题。


