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量子场论需要保持相对论因果性

在相对论性量子力学里面，我们要特别注意因果关系不能被违反。例如，两个相隔很
远的人不被允许在极短的时间间隔内对一个系统的非对易的两个物理量进行观测，否
则信息将超光速传播。具体而言，考虑时空的两个区域 R1, R2，对于任意
x1 ∈ R1, x2 ∈ R2 之间都有一条类空测地线相连。设两个区域的观者可以测量的物理量
为 O1,O2，则必有 [O1,O2] = 0。一个典型的经典的例子是电磁场，显然，你无法测量
与你没有因果联系的区域的电磁场。因此，在构建相对论性量子力学的时候，一个自
然的想法是我们应该引入与时空点绑定的可观测量，也就是量子场算符 ϕ(x)。注意：
我们构建的场算符将不仅依赖于空间，还要依赖于时间。也就是说，在整个量子场论
课程中，我们将使用海森堡绘景。

标量量子场应满足的条件

我们将从 N  个对易的场算符 ϕa(x) 开始，下面列出我们希望场算符满足的条件：

若 x, y 之间没有因果联系，则 [ϕa(x), ϕb(y)] = 0

场量是厄米算符
能在平移算符作用下被正确平移：exp(−iP ⋅ y)ϕa(x) exp(iP ⋅ y) = ϕa(x − y)

注意这里的 P  是 4-动量算符，它生成时空中的平移。回忆一下：

|p⟩ = √(2π)3√2ωp|p⟩

从而：

P = ∫ p|p⟩⟨p|dp

具有洛伦兹协变性：U(Λ)†ϕa(x)U(Λ) = ϕa(Λ−1x)

是创生算符和湮灭算符的线性组合：ϕa(x) = ∫ d3p[Fp(x)ap + Gpa
†
p]

注意：虽然我们使用了 3-动量对应的创生算符和湮灭算符，但是 4-动量算符和 3-
动量算符之间只有一个系数的差别。



我们先解释第三点。考虑一个简单的情形作为例子考虑我们有一些电子气体，我们可
以将电子气体的密度视作一个可观测量 ρ(x)，对于态 |ψ⟩ 可以求出其期望：

f(x) = ⟨ψ|ρ(x)|ψ⟩

现在，我们将这个态做空间平移，将整盒电子气体都向右平移 a，那么我们得到：

|ψ′⟩ = exp(−iP ⋅ a)|ψ⟩ ⟨ψ′|ρ(x)|ψ′⟩ = f(x − a)

或者我们可以说 exp(−iP ⋅ a)ρ(x) exp(−iP ⋅ a) 这个算符测量的就是 x − a 处的电子
密度，从而我们将其写为 ρ(x − a)。我们将这一段描述推广到闵氏时空中，就得到了
第三个条件。第四点的解释也是类似的，可以先考虑一个一般的场的旋转变换：

ϕa(x) → Ra
b ϕ′a(R−1x)

特别地，当 ϕa 是标量场的时候，Ra
b = δa

b。将这些讨论推广到洛伦兹变换，就得到条
件 4。对于条件 5，这是一个非常简化的条件，如果这个条件不够，我们再使用这些算
符的更高次幂。

标量量子场的显式形式

接下来我们要利用之前谈论二次量子化过程中给出的用于生成 3-动量为 p 的粒子的算
符 a†

p 及其湮灭算符 ap，以及用于生成、湮灭 4-动量为 p 的粒子的算符：

α†(p) = (2π)
3
2 √2ωpa†

p α(p) = (2π)
3
2 √2ωpap

注意生成、湮灭算符之间的对易关系：

[ap, a
†
p′ ] = δ3(p − p

′) [ap, ap′ ] = [a†
p, a

†
p′ ] = 0

此外，它们在平移变换、洛伦兹变换下有如下性质：

exp(iP ⋅ x)α†(p) exp(−iP ⋅ x) = exp(ip ⋅ x)α†(p) exp(iP ⋅ x)α(p) exp(−iP ⋅ x) = exp(−ip ⋅

U(Λ)α†(p)U †(λ) = α†(Λp) U(Λ)α(p)U †(λ) = α(Λp)

下面我们开始构建我们的量子场。我们可以先构建 ϕ(0)，因为我们构建好之后可以使
用平移算符把它移动到其他地方。所以我们考虑 ϕ(0) 的一个一般形式，我们要产生不
同的 p 的粒子，因此我们要对所有 p 做个积分。根据质能关系，p0 可以由剩下三个分
量导出，从而我们只需要将积分微元设置为 d3p，于是最一般的情况看起来是这样：

ϕ(0) = ∫ d3p

(2π)3(2ωp)
[fpα(p) + gpα†(p)]



这里 fp, gp 的解显然有无限多个，因此我们需要用前面提出的条件对标量场进行约
束。考虑洛伦兹协变性的一个特例：U(Λ)ϕ(0)U(Λ) = ϕ(0)，进行计算得到：

现在我们不妨做个换元 p′ = Λp ，而后积分将对 Λp 进行，由于我们事先放置了洛伦兹
变换下的不变测度，所以无非是：

U(Λ)ϕ(0)U †(Λ) = ∫ d3p

(2π)3(2ωp)
[fΛpα(p) + gΛpα†(p)]

这意味着 fΛp = fp, gΛp = p，换言之，f, g 应当为常数！
下面我们可以计算出 ϕ(x)：

ϕ(x) = ∫ d3p

(2π)3(2ωp)
[f exp(−ip ⋅ x)α(p) + g exp(ip ⋅ x)α†(p)]

下面，我们将换回 3-动量的生成算符和湮灭算符。总结一下，现在我们知道要把场表
示为部分的和，即：

ϕ(x) = fϕ(+)(x) + gϕ(−)(x)

其中：

ϕ(+)(x) = ∫ d3p

(2π)
3
2 √2ωp

ap exp(−ip ⋅ x) ϕ(−)(x) = ∫ d3p

(2π)
3
2 √2ωp

a†
p exp(ip ⋅ x)

关于场的厄米性的问题，容易注意到满足以下条件的组合均是厄米的：

ϕ(x) = exp(iθ)ϕ(+)(x) + exp(−iθ)ϕ(−)(x)

现在我们考虑最后一个条件：条件 1。下面我们可能出现三个可能性：

U(Λ)ϕ(0)U †(Λ) = ∫ d3p

(2π)3(2ωp)
[U(Λ)fpα(p)U †(Λ) + U(Λ)gpα†(p)U †(Λ)]

= ∫ d3p

(2π)3(2ωp)
[fpα(Λp) + gpα†(Λp)]

可能性 A：我们确实能从 ϕ(+)(x) 和 ϕ(−)(x) 凑出两个线性组合（可观测量），使
得它们满足类空对易性

可能性 B：我们找不到这样的两个可观测量，只能退而求其次构造一个。此时我们
有 ϕ(x) = exp(iθ)ϕ(+)(x) + exp(−iθ)ϕ(−)(x)。为了简化起见，我们令
ap → exp(iθ)ap, a

†
p → exp(iθ)a

†
p，从而可以简单地写成 ϕ(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x)

可能性 C：以上假设 5 就是错误的。



我们首先开始验证可能性 A，令：

ϕ1(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x) ϕ2(x) = i(ϕ(+)(x) − ϕ(−)(x))

计算它们的对易子：

其中有两种类型的对易子，于是计算：

注意 Δ+(x − y) 是一个在洛伦兹变换下的标量，因为积分号里面的第一部分是一个在
洛伦兹变换下的不变测度，而 p ⋅ (x − y) 作为两个四维矢量的内积一定是在洛伦兹变
换下不变的。另外一个有用的性质是 [ϕ(−)(x), ϕ(+)(x)] = −Δ+(y − x) 。注意到若
Δ+(x) 对 x0 求一阶导数，将得到：

∂

∂x0
Δ+(x) = −

i

2
∫ d3p

(2π)3
exp(−ip ⋅ x)

回忆一下，在第一章中为了检查我们构造出的相对论粒子是否会超过光速传播，我们
计算了如下积分，取 ⟨x|ψ⟩ = δ3(x)：

但是这个积分并不为 0，所以 Δ+(x − y) 绝对不可能为 0。因此可能性 A 是无效的。
所以我们现在开始检查可能性 B：

[ϕ1(x), ϕ2(x)] = i[ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x), ϕ(+)(y) − ϕ(−)(y)]

=

[ϕ(+)(x), ϕ(−)(y)] = [∫ d3p

(2π)
3
2 √2ωp

ap exp(−ip ⋅ x),∫ d3p′

(2π)
3
2 √2ωp′

a
†
p′ exp(−ip′ ⋅ x)]

= ∫ ∫
d3p

(2π)
3
2 √2ωp

exp(−ip ⋅ x)
d3p′

(2π)
3
2 √2ωp′

exp(−ip′ ⋅ x)[ap, a
†
p′ ]

= ∫ ∫ d3p

(2π)
3
2 √2ωp

exp(−ip ⋅ x)
d3p′

(2π)
3
2 √2ωp′

exp(−ip′ ⋅ x)δ(3)(p − p′)

= ∫ d3p

(2π)3(2ωp)
exp(−ip ⋅ (x − y))

= Δ+(x − y, μ2)

⟨x| exp(−iHt)|ψ⟩ = ∫ d3p

(2π)3
exp(ip ⋅ x) exp(−iωpt)

≤ exp((r − t)μ)( 1

(r − t)2
+

μ

(r − t)
)



利用洛伦兹变换的一个性质，一个类空矢量在洛伦兹变换下可以变成它的负值，再利
用 Δ+ 的洛伦兹不变性，我们必然有：

Δ+(x − y) = Δ+(y − x) if (x − y)2 ≤ 0

从而若 x, y 无因果联系，必然有 [ϕ(x), ϕ(y)] = 0。从而可能性 B 成立了，我们给出了
标量量子场的显式形式是：

标量场作为基本对象

下面我们将已经构建出的标量场的显式形式推出标量场的一些性质，并且说明关于标
量场的这些理论是可以从这些性质上重建起来的。
第一个性质是所谓 KG 方程：

□
2ϕ(x) + μ2ϕ(x) = 0

要验证它，直接计算得到：

□
2ϕ(x) + μ2ϕ(x) = ∫ d4p

(2π)3
δ(p2 − μ2)θ(p0)(−p2 + μ2)(α(p) exp(−ip ⋅ x) + α†(p) exp(ip ⋅ x)

由 δ(⋅) 的筛选性质立刻看出上式为 0。此外我们有另一个性质：

[ϕ(x), ϕ(y)] = iΔ(x − y) = ∫ d3p

(2π)3(2ωp)
[exp(−ip ⋅ (x − y)) − exp(ip ⋅ (x − y))]

我们将上面的 KG 方程和对易子，连同标量场在洛伦兹变换、平移下的行为作为公
设，重新推出整个理论。首先我们写下 KG 方程的一组通解：

ϕ(x) = ∫ d3p

(2π)
3
2 √2ωp

(ap exp(−ip ⋅ x) + bp exp(ip ⋅ x))

首先利用对易的条件很容易得到 bp = a
†
p，然后我们需要将这个式子放到对易子的条件

里面导出 ap, a
†
p 的对易子，我们这里就不再做计算，因为通过前面的推导我们已经知

[ϕ(x), ϕ(y)] = Δ+(x − y) − Δ+(y − x)

= iΔ(x − y)

ϕ(x) = ∫ d3p

(2π)
3
2 √2ωp

(ap exp(−ip ⋅ x) + a†
p exp(ip ⋅ x))

= ∫
d3p

(2π)3(2ωp)
(α(p) exp(−ip ⋅ x) + α†(p) exp(−ip ⋅ x))



道了 [ap, a
†
p′ ] = δ(p − p′) 是一个合理的结果，所以我们这里就直接使用了。至于这两

个算符到底是什么东西，我们可以利用一下平移性质：

−
∂ϕ(x − a)

∂a0
|a=0 =

∂ϕ(x)

∂t
= i[H, ϕ(x)]

将上面的表述代入，立刻得到：

根据它们与哈密顿量的对易关系，我们就可以猜出它们是产生、湮灭算符。

现在我们要进一步推进，将对对易子的限制继续弱化。显然，对易子 [ϕ(x), ϕ(y)] 也满
足 KG 方程：

(□
2
x + μ2)[ϕ(x), ϕ(y)] = 0

因而如果我们知道 [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] 以及 [ϕ̇(x, t), ϕ(y, t)]，我们可以通过求解上面这个
PDE 来给出全部时间、空间点上的对易子（还有一个理解：类空矢量可以通过洛伦兹
变换使得其时间分量变成 0）。于是我们将计算下面两个量来替代之前对于对易子的
限制：

[ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = ∫ d3p

(2π)3(2ωp)
(exp(−ip ⋅ (x − y)) − exp(ip ⋅ (x − y))) = 0

这可以直接看出，因为被积函数是奇函数。另一部分：

第三个等号利用了被积函数是偶函数，第四个等号利用了 δ(⋅) 的傅里叶变换。

一些奇怪的类比

∂

∂t
(∫ ⋯) = ∫ d3p

(2π)
3
2 √2ωp

(−iωpap exp(−ip ⋅ x) + iωpa†
p exp(ip ⋅ x))

= ∫
d3p

(2π)
3
2 √2ωp

(i[H, ap] exp(−ip ⋅ x) + i[H, a†
p] exp(ip ⋅ x))

[ϕ̇(x, t), ϕ(y, t)] = ∫
d3p

(2π)3(2ωp)
(−iωp exp(−ip ⋅ (x − y)) − iωp exp(ip ⋅ (x − y)))

= −i∫ d3p

2 ⋅ (2π)3
(exp(−ip ⋅ (x − y)) + exp(ip ⋅ (x − y)))

= −i∫ d3p

(2π)3
exp(−ip ⋅ (x − y))

= −iδ(3)(x − y)



我们在研究粒子的非相对论量子场论中有如下对易关系：

[qa(t), q b(t)] = 0 [qa(t), pb(t)] = iδab [pa(t), pb(t)] = 0

我们刚才算出来的对于对易子的两个约束恰好与前两个式子特别类似，甚至可以通过
计算验证 [ϕ̇(x, t), ϕ̇(y, t)] = 0（这是因为被积函数仍然是奇函数），这与第三个对易
关系很类似。所以我们的推导出的这个系统似乎与某种正则量子化系统建立了联系。
下面我们将探寻这种联系。


