
电动力学PART 5
#ElectroDynamics

偶极辐射
辐射是电荷在加速运动的过程中发出能量，这些能量传播到无限远的过程。假设我们
有一个巨大的球面，其半径为 r，为了求出从这个球面内部流出多少能量，我们必须
计算球面上的坡印廷矢量的积分：

P(r, t) = ∮ S ⋅ da

由于 t0 时刻辐射出的能量将在 t0 +
r

c
 时刻到达球面，因此，t0 时刻的辐射功率是：

Prad(t0) = lim
r→∞

P (r, t0 +
r

c
)

对于静电场、静磁场的情况来说，E 和 B 都以 1

r2
 的速度衰减，因此辐射功率显然快

速衰减到 0. 只有在电场、磁场变化的情况下才可能出现辐射。现在我们考虑一个最简
单的情况：设两金属球相距为 d ，它们之间以一根细导线相连。在 t 时刻，上、下球
的电荷量分别为 q(t), −q(t)。我们现在使得电荷沿着导线来回移动，从而使得
q(t) = q0 cos(ωt)，我们的电偶极矩：

p(t) = p0 cos(ωt)ẑ p0 = q0d

从而推迟势：

V (r, t) =
1

4πϵ0

q0 cos [ω(t −
𝓇+

c
)]

𝓇+

−

q0 cos [ω(t −
𝓇−

c
)]

𝓇−

我们现在开始做一些近似。第一个近似是电偶极子的线度十分小，以至于 d << r；第
二个近似仍然是对偶极子线度的限制，我们要求它远小于电磁波的波长：d <<

c

ω
。

此时，电势可以写为：

⎡⎢⎣ ⎤⎥⎦



V (r, θ, t) =
p0 cos θ

4πϵ0r
[−

ω

c
sin [ω(t −

r

c
)] +

1

r
cos [ω(t −

r

c
)]]

第三个近似是远场近似，也就是我们研究的位置到原点的距离远远大于电磁波的波
长，此时，电势可以近似地写为：

V (r, θ, t) = −
p0ω

4πϵ0c
( cos θ

r
) sin [ω(t −

r

c
)]

现在计算磁矢势：

A(r, t) =
μ0

4π
∫

+ d
2

− d
2

−q0ω sin [ω(t −
𝓇
c
)]ẑ

𝓇
dzz

作为近似，我们直接使用中心处的值替换这个积分内的函数：

A(r, θ, t) = −
μ0p0ω

4πr
sin(ω(t −

r

c
))ẑ

那么我们可以在目前的近似下显式地计算磁场和电场：

E = −
μ0p0ω

2

4π
(

sin θ

r
) cos(ω(1 −

r

c
))θ̂

B = −
μ0p0ω

2

4πc
( sin θ

r
) cos(ω(t −

r

c
))ϕ

容易注意到 E,B 是正交的。坡印廷矢量的均值：

S̄ = (
μ0p

2
0ω

4

32π2c
) sin2 θ

r2
r̂

积分可以得到辐射功率：

P̄ =
μ0p

2
0ω

4

12πc

它正比于 ω4，可以用于解释一些有趣的现象，例如天空为什么是蓝色的。

与电偶极子辐射类似的是磁偶极子辐射。它可以看作一个半径为 b 的导体环中通有电
流 I(t) = I0 cos(ωt)。通过近似条件 b << r, b <<

c

ω
, r >>

c

ω
，可以求出其坡印廷矢

量平均值：



S̄ = (
μ0m

2
0ω

4

32π2c3
)

sin2 θ

r2
r̂

以及：

P̄ =
μ0m

2
0ω

4

12πc3

现在，我们考虑来自任意源的辐射。此时，电势是：

V (r, t) =
1

4πϵ0
∫

ρ(r′, t −
r

c
)

𝓇
dτ ′ 𝓇 = √r2 + r′2 − 2r ⋅ r′

我们仍然要采取一些近似。近似 1 ：电荷所在区域的线度远小于场点到原点的距离，
也就是 r ≪ r ，那么此时可以展开：

𝓇 ≈ r(1 −
r ⋅ r′

r2
) 1

𝓇
≈

1

r
(1 +

r ⋅ r′

r2
)

如果记 t0 = 1 −
r

c
，则将 ρ(r, t) 在 t0 处展开，得到：

ρ(r′, t −
𝓇
c
) ≈ ρ(r′, t0) + ρ̇(r′, t0)( r̂ ⋅ r′

c
) + ⋯

在这个式子中，我们只想保留第一项（因为后面的项又涉及到 r 的高阶项），这就要
求近似条件 2 ：r′ ≪

c

|ρ̈/ρ̇|
,

c

|
...
ρ/ρ̇|1/2

, ⋯ 将现在的式子代入电势的表达式，得到：

V (r, t) =
1

4πϵ0
[Q
r

+
r̂ ⋅ p(t0)

r2
+

r̂ ⋅ ṗ(t0)

rc
]

磁矢势：

A(r, t) =
μ0

4π
∫

J (r′, t −
𝓇
c
)

𝓇
dτ ′ ≈

μ0

4πr
∫ J(r′, t0)dτ ′

一个结论是，J 对空间的积分等于电偶极矩对时间的导数：

A(r, t) =
μ0

4π

ṗ(t0)

r



现在我们来计算场。根据我们之前讨论的，显然电场和磁场中比 1

r2
 更高阶的项都不

会引起辐射，因此我们在计算场时，只保留到 1

r
 项（近似 3）。那么，电势中的第一

项（点电荷的场）和第二项（偶极子的场）都对辐射没有贡献。，于是我们只需计
算：

∇V ≈
1

4πϵ0
∇ [ r̂ ⋅ ṗ(t0)

rc
] = −

1

4πϵ0c2

r̂ ⋅ p̈(t0)

r
r̂

∇ × A ≈
μ0

4πr
[(∇ × t0) × p̈(t0)] = −

μ0

4πrc
[r̂ × p̈(t0)]

因此我们可以显式地给出场：

E(r, t) =
μ0

4πr
[r̂ × (r̂ × p̈)] B(r, t) = −

μ0

4πr
[r̂ × p̈]

或者在极坐标中表示这个场，可以写为：

E(r, θ, t) =
μ0p̈(t0)

4π
( sin θ

r
)θ̂ B(r, θ, t) =

μ0p̈(t0)

4πc
( sin θ

r
)ϕ̂

从而：

S(r, t) =
μ0

16π2c
[p̈(t0)]( sin2 θ

r2
)r̂ P =

μ0

6πc
[p̈(t0)]2

总结一下，实际上，我们可以计算的只是一些特殊情况：远场、电荷分布区域的线度
很小（这导致 r′ ≪ r，且 r 远大于电磁波波长，r′ 远小于电磁波波长）。在这些情况
下，我们可以利用合理的近似，将电荷分布近似成电偶极，然后计算 S 和辐射功率。

振荡的电偶极带来 E,B ∼
1

r
，因此 r → ∞ 时，我们得到有限的辐射功率，这就是所

谓偶极辐射。

运动的点电荷的辐射
之前我们推导了点电荷的电场：

E(r, t) =
q

4πϵ0

𝓇
(𝓇 ⋅ u)3

[(c2 − u2)u + 𝓇× (u × a)]

其中 u = c𝓇̂− v，磁场则是：



B(r, t) =
1

c
𝓇̂× E(r, t)

我们可以使用和之前偶极辐射一样的套路把这个单粒子的辐射做出来。能流密度：

S =
1

μ0
(E × B) =

1

μ0c2
[E 2𝓇̂− (𝓇̂ ⋅ E)E]

但是，这个能流密度并不全是粒子辐射出的，有些能量只是跟随着粒子移动。我们现
在希望研究那些去往无穷远、一去不返的能量。我们画一个半径为 𝓇 的球面，球心在
粒子 tr 时刻的位置处（因为 tr 时刻粒子辐射出的能量恰好到达这个球面上。由于电荷
的运动速度小于光速，所以也只有 tr 时刻辐射出的能量可以到达这个面上。）显然，

我们只需要考虑 E 中正比于 1

r
 的项，我们将这一项称为辐射场：

Erad =
q

4πϵ0

𝓇
(𝓇 ⋅𝓊)3

[𝓇× (u × a)]

注意这里的 𝓇 = r − w(tr) ，之前的 v 也是推迟过的速度。从而 Srad =
1

μ0c
E 2

rad𝓇̂。最

简单的情况下，假设粒子在 tr 时刻瞬时静止，那么 u = c𝓇̂，从而：

Erad =
q

4πϵ0c2𝓇
[𝓇̂× (𝓇̂× a)] =

μ0q

4π𝓇
[(𝓇̂ ⋅ a) − a]

计算可以得到：

Srad =
μ0q

2a2

16π2c
( sin2 θ

𝓇2
)𝓇̂ P =

μ0q
2a2

6πc

这个公式被称为 Larmor 公式：粒子的辐射功率与加速度的平方成正比。

现在考虑粒子在 tr 时刻不是瞬时静止的情况。除了电场、磁场和 S 的形式变得复杂之
外，还有一个很阴间的问题：能量离开点电荷的速率与穿过球面的速率不再相同。这

个问题主要出现在：设 
dW

dt
 是能量穿过球面的速率，那么能量离开点电荷的速率是：

dW

dtr
=

dW

dt
∂tr
∂t

= (
𝓇 ⋅ u

𝓇c
)

dW

dt

（我们来重点解释一下这件事情。这里考虑了非相对论的多普勒效应，使得 [t, t + dt]

内到达球面的能量是由 [tr, tr + dtr] 内被电荷发出的，而 dt ≠ dtr。我们现在希望研究



在 tr 时刻，单位时间内离开点电荷的能量，而 
dW

dt
 给出的是在 t 时刻，单位时间内

流出球面的能量，二者之间差一个系数）
那么容易求出从电荷单位时间内辐射到单位立体角内的能量是：

dP

dΩ
=

q2

16π2ϵ0

|𝓇̂× (u × a)|2

(𝓇̂ ⋅ u)5

那么对全空间积分，就得到：

P =
μ0q

2γ 6

6πc
(a2 − |

v × a

c
|2) γ =

1

√1 −
v2

c2

显然，运动的粒子辐射能量，这将导致其动能的降低。考虑非相对论的低速粒子，假
设辐射带来的等效作用力为 Frad，则它满足：

Frad ⋅ v = −
μ0q

2a2

6πc

注意：这里只考虑了那些辐射到无穷远处的能量，实际上，粒子的场也携带一部分随
着粒子运动的能量，粒子与这部分场之间也有能量交换，只不过这里忽略了。我们假
定粒子进行某种周期性运动，以至于在 t1, t2 时刻系统的状态相同，那么我们取个平
均：

∫
t2

t1

Frad ⋅ vdt = −
μ0q

2

6πc
∫

t2

t1

a2dt

分部积分：

∫
t2

t1

a2dt = ∫
t2

t1

( dv

dt
)( dv

dt
)dt = (v ⋅

dv

dt
) − ∫ d2v

dt2
⋅ vdt

第一项由于系统在两个边界处状态一致，所以去掉了，那么上式被写为：

∫
t2

t1

(Frad −
μ0q

2

6πc
ȧ) ⋅ vdt = 0

于是：

Frad =
μ0q

2

6πc
ȧ



显然，这会导致各种逆天的、不可接受的结果。

有一个简单的模型来说明这个力产生的机理：两个相距为 d 的电荷，分别带电 q
2

 。设

这个电荷"哑铃"沿着 y 方向放置，而它沿着 x 方向移动。设它在 tr 时瞬时静止，加速
度为 a，可以计算出它施加在自身上的力是：

Fself =
q2

8πϵ0c2

lc2 − ad2

(l2 + d2)3/2

其中 l = x(t) − x(tr)。在 tr 处展开 x(t)，令 T = t − tr，得到：

l =
1

2
aT 2 +

1

6
ȧT 3 + ⋯

利用 (cT )2 = l2 + d2，可以展开 d ≈ cT −
a2

8c
T 3 + ⋯，从而可以将 T  用 d 表达为：

T ≈
1

c
d +

a2

8c5
d3 ，代入 l 的表达式得到：l =

a

2c2
d2 +

ȧ

6c3
d3 + ⋯，回代到力的表达

式，就得到：

Fself =
q2

4πϵ0
[−

a

4c2d
+

ȧ

12c3
+ ⋯]x̂

再利用 a(tr) ≈ a(t) + ȧ(t)
d

c
+ ⋯，上面的结果被写成：

Fself =
q2

4πϵ0
[−

a(t)

4c2d
+

ȧ(t)

12c3
+ ⋯]x̂

第一项只是给这个系统增加了惯性（可以认为是系统的电势能带来的）；第二项则是
辐射带来的“反冲”（注意这个"反冲"与前面的公式对比只有一半，这是因为没有计及每
个 q

2
 给自己的力。在一些更复杂的模型里面，例如研究一条线电荷，这个问题会被解

决）


