
电动力学PART 3
#ElectroDynamics

一维波的描述
我们考虑一维上，波以恒定速度传播的情形。不妨设波是向 z+ 方向传播的，那么我
们是使用 f(z, t) 表示 z 位置在 t 时刻的位移，显然有 f(z, t) = f(z − vt, 0) = g(z − vt)

（为方便起见，我们记 f(z − vt, 0) = g(z − vt)）。各种各样的波都可以在介质中传
播，我们可以写出介质的动力学方程。例如，我们关注弦线上 [z, z + Δz] 一段，两端
处弦线与 z 轴的夹角分别为 θ 和 θ′，弦线上的张力为 T，那么这一段弦线的受力：

ΔF = T sin θ′ − T sin θ ≈ T (tan θ′ − tan θ) = T ( ∂f

∂z
|z+Δz −

∂f

∂z
|z) ≈ T

∂ 2f

∂z2
Δz

根据牛顿第二定律，我们就可以写出波动方程：

∂ 2f

∂z2
=

μ

T

∂ 2f

∂t2

波速与比例系数有关，v = √ T
μ  。

利用 f(z, t) = g(z − vt) ，两侧对 z, t 求两阶导数可以很快验证这一点。因为波动方程
中只含有 v2 ，所以我们改变一下 v 的符号就可以得到另一个解：f(z, t) = h(z + vt)。
因此，波动方程的解是：

f(z, t) = g(z − vt) + h(z + vt)

最简单的一维波就是正弦波。它可以写为：

f(z, t) = A cos[k(z − vt) + δ]

其中 k 被称为波数，λ =
2π

k
 称为波长，T =

2π

kv
 称为周期，ν =

v

λ
 称为频率，

ω = kv 称为角频率。

为了在数学上操作更为方便，我们会将波写成复数的形式：

~
f(z, t) =

~
A exp(i(kz − ωt)) f(z, t) = Re[

~
f(z, t)]



根据傅里叶定律，每个波都可以被写成无限多个正弦波叠加的形式：

~
f(z, t) = ∫

+∞

−∞

~
A(k) exp(i(kz − ωt))dk

现在我们来考虑一下边界条件。考虑一个简单的情形：一束波沿着弦线向 z+ 方向射
来，但是在原点处，两条弦线被系在一起，它们的张力相同，但线密度却不一样。此
时，入射波是： ~

fI(z, t) =
~
AI exp(i(k1z − ωt)) ，反射波是

~
fR(z, t) =

~
AR exp(i(−k1z − ωt))，透射波是 ~

fT (z, t) =
~
AT exp(i(k2z − ωt))。原点处的

位移一定是连续的：f(0−, t) = f(0+, t)，并且，如果忽略绳结的质量，那么还有
∂f

∂z
|0− =

∂f

∂z
|0+。通过这些边界条件，我们就可以得到：

~
AR = ( v2 − v1

v2 + v1
) ~
AI

~
AT = ( 2v2

v2 + v1
) ~
AI

我们刚才研究的弦线上的波是横波。对于横波，我们定义一个处在其振动的面内的矢
量 n̂
为其偏振方向。偏振方向显然与波的传播方向垂直。

真空中的电磁波
麦克斯韦方程组预言了电磁波的产生，我们现在试图将 E 和 B 解耦：

∇ × (∇ × E) = ∇(∇ ⋅ E) − ∇2E = ∇ × (−
∂B

∂t
) = −

∂

∂t
(∇ × B) = −μ0ϵ0

∂ 2E

∂t

对 B 可做类似的处理。我们最终得到：

∇2E = μ0ϵ0
∂ 2E

∂t2
∇2B = μ0ϵ0

∂ 2B

∂t2

因此，E 和 B 都符合三维波动方程，且波速 c =
1

√ϵ0μ0
 。

接下来我们研究最简单的情形：沿着 +z 方向传播的单色平面波。此时，E 和 B 被写
为：

~
E(z, t) =

~
E0 exp(i(kz − ωt))

~
B(z, t) =

~
B0 exp(i(kz − ωt))

每一个麦克斯韦方程组的解都满足波动方程，但并不是每一个波动方程的解都满足麦
克斯韦方程组。很容易看出麦克斯韦方程组其实施加了额外的条件，由于真空中



∇ ⋅ E = 0, ∇ ⋅ B = 0，所以 ( ~
E0)z = (

~
B0)z = 0。此外，法拉第电磁感应定律施加了另

一个限制：

~
B0 =

k

ω
(ẑ ×

~
E0)

因此，B 和 E 是互相正交的，但是有相同的相位。
我们容易写出沿着任意方向传播的电磁波的方程：

~
E(r, t) =

~
E0 exp(i(k ⋅ r − ωt))n̂ B =

1

c
k̂ × E

我们可以求出电磁波携带的能量密度（这里电场和磁场贡献相同的的能量密度）：

u = ϵ0E
2 = ϵ0E

2
0 cos2(kz − ωt + δ)

同理可以计算能流密度矢量和动量密度，计算得到的平均值是：

ū =
1

2
ϵ0E

2
0 S̄ =

1

2
cϵ0E

2
0 ẑ ḡ =

1

2c
ϵ0E

2
0 ẑ

我们将单位时间内单位面积上传播的能量称为电磁波的强度，也就是 I =
1

2
cϵ0E

2
0。当

电磁波射入到一个可以吸收电磁波的物体的时候，电磁波将其携带的动量转移到物体

上。转移的动量是 Δp = ḡAcΔt，据此我们可以计算出辐射压强 P =
I

c
。

介质中的电磁波
仿照真空中电磁波的推导过程，容易写出介质中电磁波的波速 v =

c

n
 ，其中

n = √
ϵμ

ϵ0μ0
 被称为折射率。容易推导出介质中波的强度是 I =

1

2
ϵvE 2

0。

现在我们研究波的反射和透射问题。假设我们有两种介质，它们的交界面是 x − y 平
面。现在，一束电磁波沿着 +z 方向射来：

~
EI(z, t) =

~
E0I exp(i(k1z − ωt))x̂

~
BI(z, t) =

1

v1

~
E0I exp(i(k1z − ωt))ŷ

我们给出反射波：

~
ER(z, t) =

~
E0R exp(i(−k1z − ωt))x̂

~
BR(z, t) = −

1

v1

~
E0R exp(i(−k1z − ωt))ŷ



和透射波：

~
ET (z, t) =

~
E0T exp(i(k2z − ωt))x̂

~
BT (z, t) =

1

v2

~
E0T exp(i(k2z − ωt))ŷ

利用边界条件：

~
E0I +

~
E0R =

~
E0T

1

μ1
( 1

v1

~
E0I −

1

v1

~
E0R) =

1

μ2
( 1

v2

~
E0T)

可以立刻得解：

~
E0R = ( v2 − v1

v2 + v1
) ~
E0I

~
E0T = ( 2v2

v2 + v1
) ~
E0I

我们会将反射率和透射率定义为强度比：

R =
IR

IT
= ( n1 − n2

n1 + n2
)

2

T =
IT

II
=

4n1n2

(n1 + n2)2

由于能量守恒，我们自然得到 R + T = 1。

但是，以上情况太过简单：因为电磁波是垂直于界面入射的。现在我们要研究一般的
情况。我们现在给出如下的入射、反射、透射波：

~
EI(r, t) =

~
E0I exp(i(kI ⋅ r − ωt))

~
BI(r, t) =

1

v1
(k̂I ×

~
EI)

~
ER(r, t) =

~
E0R exp(i(kR ⋅ r − ωt))

~
BR(r, t) =

1

v1
(k̂R ×

~
ER)

~
ET (r, t) =

~
E0T exp(i(kT ⋅ r − ωt))

~
BT (r, t) =

1

v2
(k̂T ×

~
ER)

所有的波都有相同的角频率：kIv1 = KRv1 = kTv2 = ω。现在我们开始考虑边界条
件。显然，边界上的电磁场应该连续（注意，这应该对边界上的任意一点成立！）那
么：

kI ⋅ r = kR ⋅ r = kT ⋅ r

那么这就需要 kI , kR, kT  的分量分别相等。我们现在将三者与法线的夹角记为
θI , θR, θT，那么，我们有：

三线共面：kI , kR, kT  在同一平面内
由于 kI sin θI = KR sin θR = KT sin θT，我们立刻又得到：



现在，我们已经考虑完了指数项，是时候考虑介质中电磁场所满足的边界条件了。四
个边界条件是：

ϵ1(
~
E0I + E0R)z = ϵ2(

~
E0T )z (

~
B0I +

~
B0R)z = (

~
B0T )z

(
~
E0I +

~
E0R)x,y = (

~
E0T )x,y

1

μ1
(

~
B0I +

~
B0R)x,y =

1

μ2
(

~
B0T )x,y

边界条件 1 给出：

ϵ1(−
~
E0I sin θI +

~
E0R sin θR) = ϵ2(−

~
E0T sin θT )

边界条件 2 给出 0 = 0，没啥用
边界条件 3 给出：

~
E0I cos θI +

~
E0R cos θR =

~
E0T cos θT

边界条件 4 给出：

1

μ1v1
(

~
Eot −

~
E0R) =

1

μ2v2

~
E0T

利用这些边界条件可以给出：

β =
μ1n1

μ2v2
α =

cos θT
cos θI

~
E0R = (

α − β

α + β
) ~
E0I

~
E0T = (

2

α + β
) ~
E0I

这一组公式称为菲涅尔公式。在 θI = 90∘ 时，α → +∞，因此所有能量都被反射。在

α = β 时，也就是 θI = θB = arctan( n2

n1
) 时，没有能量被反射。这个角度称为布儒

斯特角。我们仍然可以按照强度之比定义反射率和透射率：

R =
IR

II
= ( α − β

α + β
)

2

T =
IT

II
= αβ( 2

α + β
)

2

导体中的电磁波、电磁波的吸收和色散

两角相等：入射角等于反射角

折射定律：n1 sin θI = n2 sin θT

这就是几何光学中重要的三定律。



我们现在要讨论导体中的电磁波。此时，ρF  和 JF  都不为 0。根据欧姆定律，我们有

JF = σE；根据电流的连续性方程，我们有：∇ ⋅ JF = −
∂ρF
∂t
。那么：

∂ρF
∂t

= −
σ

ϵ
ρF

从而推出，对于某一位置的电荷密度：

ρF (t) = exp(−
σ

ϵ
t)ρF (0)

因此，在导电性能良好的导体中，自由电荷将会很快消散。在之后的讨论中，我们认
为 ρF = 0。像之前一样，我们可以写出 E 和 B 满足的方程：

∇2E = μϵ
∂ 2E

∂t2
+ μσ

∂E

∂t
∇2B = μϵ

∂ 2B

∂t2
+ μσ

∂B

∂t

我们仍然能将电磁波写成如下形式：

~
E(z, t) =

~
E0 exp(i(

~
kz − ωt))

~
B(z, t) =

~
B0 exp(i(

~
kz − ωt))

其中，~
k = k + iκ。因此，电磁波会在传播的过程中不断衰减。我们将电场或磁场的振

幅衰减到原来的 1

e
 时电磁波传播的距离称为趋肤深度 d，那么 d =

1

κ
。~
k 的实部决定

了波长、波速和折射率等等。此外，由于麦克斯韦方程组， ~
E0,

~
B0 之间有约束：

~
B0 =

~
k

ω

~
E0

此时，B 和 E 的相位通常是不同的。

同样地，我们可以讨论导体界面上的透射和反射。假设介质 1 是不导电的线性电介
质，介质 2 是导体，分界面是 xy 面，一束平面单色波从无穷远处沿 +z 方向射来，使
用边界条件

ϵ1E
n
1 − ϵ2E

n
2 = 0 E t

1 = E t
2 Bn

1 = Bn
2

1

μ1
Bt

1 −
1

μ2
Bt

2 = Kf × n

以及电磁场的连续性，可以得到：

β =
μ1v1

μ2ω

~
k2

~
E0R = ( 1 −

~
β

1 +
~
β
) ~
E0I

~
E0T = ( 2

1 +
~
β
) ~
E0I



接下来我们研究另一件事情：我们知道，玻璃对于不同颜色的光的折射率一般不同，
这种现象被称为色散。一般来说，介质的磁导率相差不大，都在 μ0 附近，因此折射率
主要受到电导率的影响（n ≈ √ϵr）。我们现在希望研究材料的电导率和入射波的频率
有何关系。
我们知道，在色散介质中，波的不同频率分量传播的速度不同。波包中每个正弦分量
的传播速度是：

v =
ω

k

这被称为“相速度”，而整个波包的传播速度则是：

vg =
dω

dk

这被称为“群速度”。
我们现在建立一个简单的模型来描述电介质中被束缚的电子在外场下的运动。设这些
电子的运动方程是：

m
d2x

dt2
+ mγ

dx

dt
+ mω2

0x = qE0 cos(ωt)

可以求出电子的位移是 ~x(t) = ~x0 exp(−iωt)，其中：

~x0 =
q/m

ω2
0 − ω2 − iγω

E0

这带来的电偶极矩是 ~p(t) = q~x(t)。设某种介质单位体积内有 N  个分子，固有频率为
ωi，阻尼系数为 γi 的电子有 fi 个，则介质的电极化强度矢量：

~
P =

Nq2

m
(∑

i

fi

ω2
i − ω2 − iγiω

) = ϵ0
~χ

~
E

从而：

~ϵr = 1 +
Nq2

mϵ0
∑
i

fi

ω2
i

− ω2 − iγiω

此时电磁波被写为 ~
E(z, t) =

~
E0 exp(i(

~
kz − ωt)) 。此时 ~k = k + iκ，电磁波也是在衰减

的（这是因为我们在电子的运动方程中引入了阻尼项，这显然会消耗能量）

如果认为 ϵr 和 1 的偏离很小（例如，对于稀薄的气体），我们可以适当使用小量近似
后推出折射率：



n = 1 +
Nq2

2mϵ0
∑
i

fi

ω2
i

− ω2

对于大部分透明材料来说，ωi 通常分布在紫外线区间，因此 ω < ωi。若认为 ω << ωi

，则再次使用小量近似，就得到所谓"柯西公式"：

n = 1 + A(1 +
B

λ2
)

这一公式对绝大多数气体成立。

波导
我们现在考虑电磁波在一个中空管道（波导）内的传播，波导的管壁由理想导体制
成，因此其中 B = 0,E = 0。利用边界条件，在内壁上必然有：E t = 0,Bn = 0。现在
考虑电磁波的一般形式：

~
E(x, y, z, t) =

~
E0(x, y) exp(i(kz − ωt))

~
B(x, y, z, t) =

~
B0(x, y) exp(i(kz − ωt))

现在我们要寻找 ~
E0,

~
B0，使得麦克斯韦方程组和边界条件得到满足。通过将 E 和 B

写成分量式，代入麦克斯韦方程，我们可以得到：

[ ∂ 2

∂x2
+

∂ 2

∂y2
+ ( ω

c
)

2
− k2]Ez = 0 [ ∂ 2

∂x2
+

∂ 2

∂y2
+ ( ω

c
)

2
− k2]Bz = 0

我们将 Ez = 0 的波称为 TE 波，将 Bz = 0 的波称为 TM 波，若二者均为 0，则我们称
之为 TEM 波。可以证明 TEM 波不会在一个中空的波导中出现。

我们可以考虑一些特殊的例子，例如，在矩形波导内传播的 TE 波。使用分离变量法，
令 Bz(x, y) = X(x)Y (y)，得到关于 X(x),Y (y) 的全微分方程：

1

X

d2X

dx2
= −k2

x

1

Y

d2Y

dy2
= −k2

y

得到通解：

X(x) = A sin(kxx) + B cos(kxx)

利用边界条件可以确定 kx =
mπ

a
,A = 0，其中 a 是波导的长，对于 Y (y) 也类似。因

此我们最终得到结论：



Bz = B0 cos(mπx

a
) cos( nπy

b
)

波数是：

k = √( ω
c
)

2
− π2 [(m

a
)

2
+ ( n

b
)

2
]

在 k 为复数时，对应频率的电磁波将衰减，无法传播。最低的截断频率是 ω10 =
cπ

a
。

一种可以传输 TEM 波的波导是共轴传输线。它由一根半径为 a 的圆柱形导线和半径为
b 的导体圆柱壳组成。在其中传播的电磁波有如下形式：

E =
A cos(kz − ωt)

s
ŝ B =

A cos(kz − ωt)

cs
ϕ̂


