
电动力学PART 1
#ElectroDynamics

静电场

静电场的散度和旋度
我们现在考虑一些问题，我们有一些电荷 q1, q2,⋯，我们将这些叫做“场源电荷”，我
们现在考虑它们加在一个试探电荷 Q 上的力。这个问题可以使用叠加原理求解（注
意，叠加原理不是一个逻辑上的事实，而是实验上得到的结果）。假如这些电荷是运
动的，那么这个问题并不是那么好解决，我们需要考虑到电荷的速度和加速度。并
且，电磁波所带的“信息”以光速传播，这些影响也要考虑。我们现在还不能解决这个
问题，在这一章中，我们只解决场源电荷是固定的这一种情况。

我们首先介绍库仑定律，这是由实验保证的：

F =
1

4πϵ0

qQ

𝓇2
𝓇̂

我们定义试探电荷受到的力 F = QE，这里的 E 被称为电场，那么根据叠加定理：

E(r) =
1

4πϵ0
∑
i

qi

𝓇2
i

𝓇̂i

对于电荷在线上、面上、空间上分布的情形，我们只要知道 dq = λdl′ = σda′ = ρdτ ′

即可，例如，对于在空间中有分布的电荷，我们如下求出电场：

E(r) =
1

4πϵ0
∫

ρ(r′)

𝓇2
𝓇̂dτ ′

通过一些很直观的模型，我们可以发现，穿过一个闭合曲面的电通量 ∮ E ⋅ da 是对曲
面内电荷多少的衡量，例如，我们放一个电荷在原点，我们发现任意包围原点的球面
上穿出的通量都是 q

ϵ0
，这就是电场高斯定理的实质。仍然是通过基于一些直观模型的

推理（例如使用电场线来表示电场），我们可以发现穿过任意曲面的通量都是 q
ϵ0
，现

在假设曲面内有许多电荷，那么穿过曲面的通量是这些电荷各自产生通量的叠加：



∮ E ⋅ ad =∑
i

(∮ Ei ⋅ da) =∑
i

( 1

ϵ0
qi)

那么这就是静电场高斯定理的数学表达：

∮ E ⋅ da =
1

ϵ
Qenclosed

也就是说，高斯定理实际上就是通过库仑定律和叠加原理做出来的，其实并没有提供
什么新东西 注意到 Qenclosed = ∫ ρdτ，与散度定理对比可以直接得到电磁场的散度：

∇ ⋅E =
1

ϵ0
ρ

我们可以从前面提出的电场的计算式上验证这一结果的正确性。注意到：

∇ ⋅E =
1

4πϵ0
∫ 4πδ3(r− r′)ρ(r′)dτ ′ =

1

ϵ0
ρ(r)

注意这里的积分实际上是取遍所有的源点 r′，Delta 函数的筛选性质只选出了 r = r′ 处
的值。
高斯定理可以用于求解有强对称性的静电场，主要包括球对称、柱对称和平面对称的
情况。运用高斯定律和叠加原理可以让我们灵活地求解电场。

电场力是一个有心力，我们很容易知道任意的有心力都是保守力。对于点电荷产生的
场，我们很容易计算得到：

∫
b

a

E ⋅ dl = −
1

4πϵ0
(
q

rb
−

q

ra
)

那么根据旋度定理，容易知道：

∮ E ⋅ dl = 0 ⇒ ∇×E = 0

根据电场的叠加原理，我们很容易证明任何静电场的散度都为 0.

静电场的势与能量
在上一节中，我们提到过，静电场是无旋的。这个特性可以让我们化简许多有关静电
场的问题。其中，最重要的化简手段就是将电场写为某个标量的梯度。我们首先来证
明这一点。



我们之前已经提到过，∫ E ⋅ dl 这个积分仅仅与积分的起止点有关而与路径无关。因此
我们将 O 定为某个参考点，定义一个函数由从 O 到 r 的积分决定，这个函数被称为
电势：

V (r) = −∫
r

O

E ⋅ dl

注意到两点间的电势差：

V (b) − V (a) = −∫
b

a

E ⋅ dl = ∫
b

a

(∇V ) ⋅ dl

那么显然就有：

E = −∇V

我们可以对于这个定义做出一些讨论。例如：

从前面电场与电势的关系以及电场的散度表达中，我们可以直接推出泊松方程：

∇2V = −
ρ

ϵ0

在没有电荷的地方，上述方程退化为 ∇2V = 0，这被称为拉普拉斯方程。至于

∇× (−∇V ) = 0

则没有提供新的东西。因为我们已经知道梯度的散度必须为 0。

现在我们已经发现一个有趣的事实。如果我们希望计算电场，实际上先计算电势，再
计算电场是更方便的。现在我们希望从电荷的分布中推导出电势的分布，我们逐步地
解决这个问题。首先，假如我们将无穷远处选择为电势的零点，那么一个点电荷的电
势是：

V (r) =
1

4πϵ0

q

𝓇

为什么一个标量函数就可以包含电场的三个分量的信息？这是因为电场的旋度为
0，从而自然地提供了约束。
电势的零点可以任意选择。在大部分问题中（只要问题中涉及的电荷没有延伸至
无穷远处），我们经常自然地将无穷远处选作电势的零点。在现实生活中，不会
有电荷延伸至无穷远，因此我们完全可以将无穷远处视为零点。

电势遵循叠加定理。



那么，对于在空间中任意分布的电荷（当然，这些电荷不能延伸至无穷远处）有：

V (r) =
1

4πϵ0
∫ ρ(r′)

𝓇
dτ ′

这实际上是泊松方程的一个解。

在讨论完电势以后，我们希望讨论一下电场和电势在边界上的变化情况。例如，如果
一个界面上有电荷面密度 σ，那么界面两侧的电场必然是不连续的。对于法向电场，
我们可以使用高斯定理求解：我们只要选择一个紧贴着界面的高斯面，即可得到：

E1,n −E2,n =
σ

ϵ0

对于切向电场，我们只需要取一个穿越界面两侧的环，利用 ∮ E ⋅ dl = 0，立刻得到：

E1,t = E2,t

将以上两式总结，我们得到：

E1 −E2 =
σ

ϵ0
n̂

利用电势差的定义式，我们很容易发现电势在界面上是连续的，但是电势的梯度一定
不连续，显然有：

∇V1 −∇V2 = −
1

ϵ0
σn̂

或者可以写成一个简单的表达方式（上式两侧点一下 n̂ 即可）：

∂V1

∂n
−

∂V2

∂n
= −

1

ϵ0
σ (

∂V

∂n
= ∇V ⋅ n̂)

首先考虑一个很简单的事实：将一个电量为 Q 的点电荷从 a 点移动到 b 点，需要做多
少功。显然是：

W = −Q∫
b

a

E ⋅ dl = Q(V (b) − V (a))

那么，b、a 两点的电势差实际上是将单位电量的点电荷从 a 点搬运到 b 点需要做的
功。如果将一个点电荷从无穷远处移动至 r 处，需要做功 W = QV (r)。

我们现在考虑建立起一个离散电荷体系需要多少能量。假定我们先移动一个 q1 电荷到
某个位置，再移动 q2 电荷到某个位置。那么，在移动 q1 的时候我们不需要付出任何



的能量，但是在移动 q2 的时候，我们需要消耗能量 q2V1(r2)，也就是：

W2 =
1

4πϵ0
q2(

q1

𝓇12
)

我们可以继续移动第 3，4，或者更多个电荷，最终我们可以计算出消耗的总能量：

W =
1

4πϵ0

n

∑
i=1

n

∑
j>i

qiqj

𝓇ij

在这个情况下，重复的 (i, j) 对只被计算了一次，在第二个求和号上有 j > i 的限制。
我们现在可以改写上式，使得重复的 (i, j) 对被计算两次，也就是取消第二个求和号上

的限制。相应地，我们应该给上式乘以系数 1
2
，也就是说，我们所需的总能量（系统

的总电势能）为：

W =
1

8πϵ0

n

∑
i=1

n

∑
j≠i

qiqj

𝓇ij

我们将 qi 提出来：

W =
1

2
∑
i

qi(∑
i≠j

1

4πϵ0

qj

𝓇ij

)  ⇒  W =
1

2
∑
i

qiV (ri)

这就是离散的点电荷系统内储存的能量的一般计算式。

我们再考虑一个连续电荷体系。此时，上式化为：

W =
1

2
∫ ρV dτ

我们现在希望将上式仅仅使用 E 表示。利用高斯定理：

ρ = ϵ0∇ ⋅E  ⇒  W =
ϵ0

2
∫ (∇ ⋅E)V dτ

我们进行如下的推导，利用矢量分析公式：

∇ ⋅ (VE) = V (∇ ⋅E) +E ⋅ (∇V )

利用散度定理（这个操作就像是分部积分）：

∫
V

∇ ⋅ (VE) dτ = ∮
S

VE da = ∫
V

V (∇ ⋅E) dτ + ∫
V

E ⋅ (∇V ) dτ



我们就得到了：

W =
ϵ0

2
(∫

S

VE da− ∫
V

E ⋅ (∇V ) dτ) =
ϵ0

2
(∫

S

VE da+ ∫
V

E 2 dτ)

上式的积分区域本来应当是包含所有电荷的区域，但是一个更简单的方式是直接在全
空间积分，此时，面积分的一项变成 0。于是，我们给出了计算连续电荷分布的系统
的能量公式：

W =
ϵ0

2
∫ E 2 dτ

我们仍然对这里推导出的电势做一些讨论：

导体的性质

我们首先讨论理想导体的一些性质：

以上性质会导致导体附近存在电荷时，导体上出现“感应电荷”，也会导致导体存在“静
电屏蔽”效应：若导体内有空腔，那么导体外的电场不会对空腔内的电场产生任何的影
响。（但是，很显然的一件事情是空腔内的电荷会反映到导体表面上。）

为什么 ∑i qiVi 可能是负的，但是 ∫ E 2dτ 一定为正？这是因为第一个式子中没有
考虑点电荷形成的过程，更没有计及点电荷的能量（经过计算可知，一个点电荷
的内的能量实际上是无限的），我们只是将点电荷移动到一起。在写出 ∫ ρV dτ
时，r 处的电荷很少，它对电势的贡献为 0. 因此这里的 V  是所有电荷产生的电
势，而没有扣除 r 处的一点点电荷。
我们现阶段的知识无法说明电势是储存在电场里还是电荷里。我们可以提前说明
结论：这个能量储存在电场里，能量密度就是我们上文中计算得到的 ϵ0

2
E 2

显然，能量密度正比于 E 2，那么电场能量就不满足叠加定理。

导体内的电场强度为 0。如果不为 0，导体中的载流子将不断移动，直到导体内
电场强度为 0 为止。
导体内的电荷密度为 0。这是由高斯定理显然得到的。
所有电荷分布在表面。（我们暂不给出详细证明，这可以从能量极小的角度来理
解。但是，注意这一般只在三维中成立。）
导体是等势体。

导体表面的电场垂直于导体，否则分布在导体表面的电荷会移动。



显然，根据高斯定理和导体的以上性质，假如导体表面某处的电荷面密度为 σ，那么
导体表面的电场强度为：

E =
σ

ϵ0
n̂

现在我们来考虑导体表面的电荷受到的力。这时候，我们只考虑导体表面的一个微
元，我们将这个微元产生的电场记为 Ep，其余部分的电场记为 Eo，那么此处导体表
面的电场为：

E = Ep +Eo

作用在这一个微元上的力显然是由 Eo 引起的，那么我们现在计算 Eo。根据高斯定理
显然有：

E1 = Eo +
σ

2ϵ0
E2 = Eo −

σ

2ϵ0

那么我们就知道了：

Eo =
1

2
(E1 +E2)

那么，单位面积上受力就是 f =
1

2ϵ0
σ2n̂

最后，假设我们找到两块导体，上面分别分布 +Q, −Q 的电荷。此时，若将 Q 翻倍，
那么空间中 E 会翻倍，两块导体之间的电势差 V  也会翻倍。我们将：

C =
Q

V

定义为导体的电容。有些时候，电容器中只有一个导体，此时的另一个导体就是我们
设想的无穷大球面。
为了充满一个电容，我们会将正电荷从负极移动到正极。假设某个时候正极所带的电
荷为 q，那么要移动 dq 的电荷，就需要做功 q

C
dq。从而将电容从 q = 0 充电到 q = Q

所需的能量可以通过积分得到：W =
1

2

Q2

C
，也就是 W =

1

2
CV 2。这就是电容器储存

的能量。

拉普拉斯方程



静电学的基本目的是：给出空间中的电荷分布，我们希望求出空间中场的分布。这可
以通过库仑定律实现，然而，这通常很难计算。因此，一种更可行的分布是先计算
势。我们可以利用之前提到过的泊松方程：

∇2V = −
1

ϵ0
ρ

很多时候，我们其实只关系那些没有电荷分布的部分，电势（场）是怎么样的。这个
时候，拉普拉斯方程退化为泊松方程：

∇2V = 0

一维下的方程非常简单：

d2V

dx2
= 0

其通解显然为：

V (x) = mx+ b

它有两条显然的性质：

对于二维拉普拉斯方程，我们有类似的性质：

V (x, y) =
1

2πR
∮
circle

V dl

并且 V  没有极大值和极小值。对于三维同样也是成立的。这可以通过简单地对一个点
电荷的情况计算，再运用电势的叠加定理得到证明。

从一维的情况我们已经发现：某些适当的条件可以确定 Laplace 方程的解（例如两个
端点处的电势值），而某些条件却不行（例如两个端点处电势的导数）。我们现在希
望对于一般的、三维的 Laplace 方程找到定解所需的边界条件，这样的条件则被称为
唯一性定理。

第一唯一性定理：Laplace 方程在区域 V  上的解由其边界上的电势唯一确定。这容易
证明：假设区域内可以有两套电势 V1 和 V2，记它们的差值是 V3，那么 V3 显然满足
Laplace 方程，且 V3 在边界上为 0，由于 V3 无极大值、极小值的性质，它只能在区域

V (x) 是 V (x+ a) 和 V (x− a) 的平均值
V (x) 没有极值



V  上全为零。得证。这个定理显然可以被推广到：区域 V  内的电势仅由区域 V  内部
的电荷和边界上的电势唯一确定。

第二唯一性定理：若区域 V  中有导体，每个导体上的电荷总量已知，区域内的电荷密
度 ρ 已知，则电势被唯一确定。这个证明稍难：
设有两个电场满足所述条件，由高斯定理：

∇ ⋅E1 =
1

ϵ0
ρ ∇ ⋅E2 =

1

ϵ0
ρ

我们可以对每个导体的外表面使用高斯定理：

∮ E1 ⋅ dS =
1

ϵ0
Qi ∮ E2 ⋅ dS =

1

ϵ0
Qi

同理，对于外表面（可至无穷远处）也能写出上式。现在，我们检查两个场的差值，
它显然满足：

∇ ⋅E3 = 0 ∮ E3 ⋅ dS = 0

其中第二个积分是对任意表面成立的。

现在我们知道，对于每个导体的表面，其电势 V3 是一个常数。因此使用一个 trick：

∇ ⋅ (V3E3) = V3(∇ ⋅E3) +E3 ⋅ (∇V3) = −(E3)
2

另外，我们有：

∫ ∇ ⋅ (V3E3)dτ = −∫ (E3)
2dτ = ∮

S

V3E3 ⋅ da

这里的 S 是取遍所有表面的。而我们知道，在任意一个表面上都有 ∮ E3 ⋅ da = 0，那
么我们立刻有：

∫ (E3)
2dτ = 0

从而得证。（这个定理的证明，我认为更多是数学技巧，将 E3 的面积分为 0 转换为
E 2

3  的体积分为 0 ）.

镜像法、分离变量法



镜像法里面可能有坑的一点就是在计算电势能的地方。注意不要使用原电荷和镜像电
荷组成的体系直接计算电势能，否则可能差出一个常数倍。

分离变量法的想法很简单：我们希望将电势拆成几项相乘的形式，每一项只与一个坐
标有关。通过这种方式，我们通常可以得到 Laplace 方程的一组解，其中的每一个解
都不符合边界条件，但我们期望它们的线性组合符合边界条件（由于 Laplace 方程是
线性的，所以我们可以这样做）

在直角坐标系下的分离变量非常简单，但是在球坐标系下（假设问题与 ϕ 无关），我
们会得到两个常微分方程，其中，关于 R 的可以被简单地求解：

d

dr
(r dR

dr
) = l(l+ 1)R ⇒ R(r) = Arl +

B

rl+1

但是另一个关于 Θ 的方程：

d

dθ
(sin θ dΘ

dθ
) = −l(l+ 1) sin θ ⋅ Θ

却不好求解。它的解是勒让德多项式：

Θ(θ) = Pl(cos θ) Pl(x) =
1

2ll!
( d

dx
)

l

(x2 − 1)l

另外，这个关于 Θ 的方程显然应该有两个通解（因为它是二阶的），但是勒让德多项
式只提供了一个通解。我们直接说明另一个通解会在 θ = 0, θ =

π

2
 处爆掉，所以我们

是不管另一个通解的。一个例子是 Θ(θ) = ln(tan π

2
) 。

注意：勒让德多项式仍然是一组完备且正交的多项式，因此我们可以使用求 Fourier 级
数类似的技巧来计算系数。但是我们通常很难处理勒让德多项式的积分，因此对于一
般的情况，我们可以将答案"猜出来"。

多极展开
有时候，我们希望估计我们的电荷体系在远场下产生的电场和电势，在最粗糙的近似

下，我们显然可以使用点电荷来估计，其电势衰减速度是 1
r
；再更加粗糙的情况下，

我们则可以使用电偶极子，它的电势衰减速度是 1

r2
，因此，在远场条件下，它产生的

影响远远小于点电荷。我们可以无限地这样做下去，从而不断获得更精确的近似。我
们考虑一个通用的情形：电势是：



V (r) =
1

4πϵ0
∫ 1

𝓇
ρ(r′)dr′

这里 r 是场点，而 r′ 是源点。使用余弦定理计算场点到源点的距离：

𝓇2 = r2 + (r′)2 − 2rr′ cosα = r2 [1 + ( r′

r
)

2

− 2( r′

r
) cosα]

或者说，𝓇 = r√1 + ϵ，而 ϵ = ( r′

r
)( r′

r
− 2 cosα)，我们可以将 1

𝓇
 展开，展开并

整理的结果是：

1

𝓇
=

1

r

∞

∑
n=0

( r′

r
)

n

Pn(cosα)

回代，我们就可以得到电势的表达式。

具体来看一下：最主要的贡献项是

V0(r) =
1

4πϵ0

Q

r

第二项则是：

V1(r) =
1

4πϵ0

p ⋅ r

r2

其中

p = ∫ r′ρ(r′)dτ ′

像是 ρ 的一阶矩。因此这一项被称为"电偶极矩"。对于一系列的点电荷，电偶极矩可
以写为：

p =∑ qir
′
i

显然，Q 不会随着坐标原点的变化而变化；但是，（计算可知）如果 Q ≠ 0，那么电
偶极矩 p 是会随着坐标原点变化的！容易计算得到电偶极子的电场是：

E(r, θ) =
p

4πϵ0r3
(2 cos θr̂+ sin θθ̂)

静磁场



洛伦兹力
我们显然需要通过场与物质的相互作用来得知场的存在，对于磁场：

F = Q(v×B)

容易立刻推导得到，作用在导线上的安培力是：

F = I ∫ dl×B

当电流流过一个面的时候，我们需要使用"面电流密度"来描述它，这定义为在垂直于
电流方向的单位长度上流过的电流，也可以写为：

K = σv

对于三维的情形也是类似的。电流密度是 J = ρv。

那么，考虑一个体积 V，其边界为 S。显然有：

∮
S

J ⋅ da = ∫
V

(∇ ⋅ J)dτ

由于电荷守恒，我们立刻得到：

∇ ⋅ J = −
∂ρ

∂t

这被称为连续性方程。

毕奥-萨伐尔定律，磁场的散度和旋度
在静电场中，最简单的情形是研究一个点电荷，再使用叠加原理推广到一般的情况。
而在静磁场中，我们最简单的研究对象是稳恒电流。稳恒电流产生的磁场由毕奥-萨伐
尔定律给出：

B(r) =
μ0I

4π
∫ dl′ × 𝓇̂

𝓇2

这个积分是沿着电流线的方向积分的，其中 dl′ 是电流线微元。同理，对于二维和三维
的情形可做推广。

我们可以发现：以一条直导线为中心画一个圈，沿着圈积分得到：



∮ B ⋅ dl = μ0I

这个结果与圈的半径无关。实际上，这不必是个圈。注意到 B =
μ0I

2πs
ϕ̂ 和

dl = dsŝ+ sdϕϕ̂+ dzẑ，立刻可以知道：

∮ B ⋅ dl = μ0I

现在假设我们有一束导线，显然就会有：

∮ B ⋅ dl = μ0Ienc = ∫ J ⋅ da

这个结论也被称之为安培环路定理。使用一步斯托克斯公式，我们就可以将其写成：

∇×B = μ0J

现在我们正式计算磁场的散度和旋度。根据三维空间中的毕奥-萨伐尔定律：

B(r) =
μ0

4π
∫

J(r′) × 𝓇̂
𝓇2

dτ ′

将散度算子作用在右边一项上：

∇ ⋅(J ×
𝓇̂
𝓇2

) =
𝓇̂
𝓇2

⋅ (∇ × J) − J ⋅(∇×
𝓇̂
𝓇2

)

很容易发现这两项都是 0（注意：这里的 J 是 r′ 的函数，然而我们的求导是关于 r 的
导数）。因此静磁场的散度为 0.

同样我们来求出旋度：

∇×(J ×
𝓇̂
𝓇2

) = J (∇ ⋅
𝓇̂
𝓇2

)− (J ⋅ ∇)
𝓇̂
𝓇2

在这里已经去除了所有包含 ∇× J 的项。在第一项中，我们知道 ∇ ⋅
𝓇̂
𝓇2

= 4πδ3(𝓇)，

因此这一项的积分是：

∫ J(r′)δ3(r− r′)dτ ′ = μ0J(r)



接下来我们看另一项。这里有一个技巧：我们将对 r 的导数换成对 r′ 的导数，并且补
一个负号：

−(J ⋅ ∇)
𝓇̂
𝓇2

= (J ⋅ ∇′)
𝓇̂
𝓇2

继续写下去，有：

(J ⋅ ∇′)
𝓇̂
𝓇2

= ∇′ ⋅ [
(r− r′)

𝓇3
J]− ( r− r′

𝓇3
)(∇′ ⋅ J)

注意到右边一项为 0（稳恒电流的定义）. 对于左边这一项积分：

∫
V

∇′ ⋅ [ r− r′

𝓇3
J]dτ ′ = ∮

S

[ r− r′

𝓇3
J]da′

我们的积分是对全空间的，因此我们自然应该把 S 的边界放在无穷远处。我们不妨假
设无穷远处没有电流，从而这一项积分为 0. 因此，我们就得到了静磁场的旋度：

∇×B = μ0J(r)

磁矢势

由于磁场无源，我们可以将磁场写成某个矢量场 A 的旋度：

B = ∇×A

我们知道，梯度场是无旋的。因此我们其实可以在磁矢势上附加任意一个标量场的梯
度。梯度场是有散的，所以一种简单的方式是构造一个梯度场加到磁矢势上，将磁矢
势的散度调整到 0. 此时有：

∇×B = ∇(∇ ⋅A) − ∇2A = μ0J(r) ⇒ ∇2A = −μ0J(r)

我们给出证明，以说明这确实是可行的。假设我们希望加上 λ 的梯度：

∇ ⋅A = ∇ ⋅A0 +∇2λ

仿照之前电势满足的泊松方程，我们立刻可以看出 λ 的解是：

λ =
1

4π
∫ ∇ ⋅A0

𝓇
dτ ′

在这种情况下，∇2A = −μ0J(r) 是三个泊松方程（在笛卡尔坐标系下，x, y, z 方向各
有一个方程）。因此我们可以直接看出它的解：



A(r) =
μ0

4π
∫ J(r′)

𝓇
dτ ′

我们现在讨论一下磁场中的边界条件。显然，对于一个分布了电流的面，我们有：

Bn
1 = Bn

2

所以我们主要关注平行于面的分量。利用磁场高斯定理显然得到：

Bt
1 −Bt

2 = μ0K

如果我们将磁矢势取为没有散度的情形，那么其法向分量自然是连续的。而

∮ A ⋅ dl = ∫ B ⋅ da

保证了切向分量的连续。因此磁矢势在界面两侧（和电势一样）是连续的，但是，
∂A

∂n̂
 却不是连续的。

如同电场一样，磁场也可以被多极展开：

A(r) =
μ0I

4π
∑ 1

rn+1
∮ (r′)nPn(cosα)dl

′

注意到磁单极子的效应始终为 0，那么现在的首阶效应由磁偶极子提供：

Adip(r) =
μ0I

4πr2
∮ (r̂ ⋅ r′)dl′ =

μ0

rπ

m× r̂

r2

其中 m = I ∫ da = Ia 称为磁偶极矩。其产生的磁场是：

Bdip(r) = ∇×A =
μ0m

4πr3
(2 cos θr̂+ sin θθ̂)

电动力学初步

电动势

我们考虑一个唯象模型：要使得电荷“动起来”，我们需要“推”电荷。实验中观测到，电
流密度往往与这个“推力”成正比（这里所说的推力，是作用在单位电荷量上的推
力）。我们将这个关系写为：

J = σf



比例系数 σ 被称为电导率，而其倒数则被称为电阻率。一般来说，正是电磁力“推
着”电荷向前运动，而磁场力相比于电场力来说又十分的小，因此：

J = σ(E + v×B) ≈ σE

这个式子被称为欧姆定律。它的另一个版本是 V = IR。在稳恒电流的情况下：

∇ ⋅E =
1

σ
∇ ⋅ J = 0

电荷密度处处为 0，所有没有被中和的电荷都分布在表面上。

为什么电荷的速度会正比于外力，而不会一直加速呢？这是因为电荷在运动过程中经
常要发生碰撞。一个简单的模型是：设电荷的平均自由程为 λ，则电荷的平均速度
为：

v̄ = √ λa

2

但是这个模型是错误的。一个修正过的模型是：电荷本身热运动的速度极快，但是这

个速度的方向是随机的，因此电荷两次碰撞中的时间间隔 t = λ

vther
，其平均运动速度

v̄ =
aλ

2vther

从而可以推出电荷的平均运动速度：

J = ( nfλq2

2mvther
)E

由于电子在电阻中流动时速度恒定，动能没有增加，因此电磁力做的功完全在电阻上
转化为热。由于运送单位电荷做功为 V，单位时间内运送电荷数目为 I，因此在单位
时间内做的功就是：

P = V I = I 2R

这就是焦耳定律。

在一个电路中，我们有电源提供的“外力”和静电力的参与，这些力的效果由绕着电路
一圈的积分决定：

ϵ = ∮ f ⋅ dl = ∮ fs ⋅ dl



这里的 ϵ 被称为电路的电动势。由于电动势的式子是 fs 的路径积分，因此它也可以被
定义为非静电力对单位电荷做的功。

现在我们来谈论一种最重要的非静电力来源：动生电动势。这种电动势是由洛伦兹力
的分量提供的，计算方法是：

ϵ = ∮ fmag ⋅ dl = ∮ (v×B) ⋅ dl

我们来证明动生电动势的另一种写法：考虑一根导线在 t 时刻围成面积 S，在 t+ dt

时刻面积增加了一点，变成 S + dS，那么考虑磁通量的变化：

dϕ = ∫
dS

B ⋅ da

关注导线上的一点 P，设此处导线的速度为 v，电荷相对导线的速度为 u，电荷的速度
为 w，那么容易看出面积变化的微元应该写成：

da = (v× dl)dt

从而：

dϕ

dt
= ∮ B ⋅ (v× dl)

由于 w = v+ u，且 u 是平行于导线的，故上式也可写成：

dϕ

dt
= ∮ B ⋅ (w× dl) = −∮ (w×B) ⋅ dl = −∮ fmag ⋅ dl

因此：

ϵ = −
dϕ

dt

在这里，这个式子没有引入新的物理，只是作为一种计算动生电动势的简单方式出现

电磁感应

法拉第通过实验提出：一个变化的磁场诱导一个电场。根据他的实验结果：

ϵ = ∮ E ⋅ dl = −
dϕ

dt
= −∫ ∂B

∂t
⋅ da ⇒ ∇×E = −

∂B

∂t



这被称为法拉第电磁感应定律。与毕奥-萨伐尔定律类似，我们可以求解感生电场：

E = −
1

4π

∂

∂t
∫ B× 𝓇̂

𝓇2
dτ

我们可以研究线圈之间的互感现象。假如我们有 1，2 两个线圈，在 1 线圈中通入电
流 I1，那么 2 线圈中的磁通量应该正比于 1 线圈中通过的电流：

ϕ2 = M21I1

同理我们有：

ϕ1 = M12I2

M21 和 M12 被称为互感系数，我们希望算一下它们之间的关系。注意到：

ϕ2 = ∫ B1 ⋅ da2 = ∫ (∇ ×A1) ⋅ da2 = ∮ A1 ⋅ dl2

将 A1 的表达式代入，即可得到：

M21 =
μ0

4π
∮ ∮ dl1dl2

𝓇

这很容易看出 M12 = M21。那么我们可以写出互感电动势：

ϵ2 = −M
dI1
dt

一个线圈的电流变化也会引起穿过自身的磁通量的变化，因此有自感系数 ϕ = LI 和自

感电动势 ϵ = −L
dI

dt
。

现在我们从电感这个特例开始讨论磁场中储存的能量。如果我们要向电感中输入能
量，那么单位时间内做的功是：

dW

dt
= −ϵI = LI

dI

dt

积分即可得到电感储能：

W =
1

2
LI 2

我们将其推广到三维空间中：



W =
1

2
LI 2 =

1

2
Iϕ =

I

2
∮ A ⋅ dl =

1

2
∮ A ⋅ Idl →

1

2
∫ (A ⋅ J)dτ

我们只希望式子中出现与磁场自身有关的项，因此我们消去 J：

W =
1

2μ0
∫ A ⋅ (∇ ×B)dτ

由于：

∇ ⋅ (A×B) = B ⋅ (∇ ×A) −A ⋅ (∇ ×B)

那么：

W =
1

2μ0
[∫ B2dτ − ∫ ∇ ⋅ (A×B)dτ] =

1

2μ0
[∫ B2dτ − ∮ (A×B)da]

将积分区域取成无穷大，自然得到结论：

W =
1

2μ0
∫ B2dτ

麦克斯韦方程组
在这里，我们走向电磁学的高峰、电动力学的起始。我们已经集齐了所有电磁学的实
验定律：

∇ ⋅E =
1

ϵ0
ρ ∇ ⋅B = 0 ∇×E = −

∂B

∂t
∇×B = μ0J

不幸的是，这套方程中存在一个致命的错误！我们对方程 3 两侧求散度：

∇ ⋅ (∇ ×E) = 0
∂

∂t
(∇ ⋅B) = 0

没有问题。但是现在让我们对方程 4 作用一下：

∇ ⋅ (∇ ×B) = 0 μ0(∇ ⋅ J) =?

电流密度的散度不一定为 0，看起来安培定律对非稳恒电流的情形失效了！现在，麦
克斯韦要从理论上修复这一点。我们需要使得第（4）个方程右侧为 0，那么：

∇ ⋅ J = −
∂ρ

∂t
= −∇(ϵ0

∂E

∂t
)

于是，我们将方程修正为：



∇×B = μ0J + μ0ϵ0
∂E

∂t

我们将 ϵ0
∂E

∂t
 一项称为位移电流。于是，我们给出完整版的真空中的 Maxwell 方程

组：

∇ ⋅E =
1

ϵ0
ρ ∇ ⋅B = 0 ∇×E = −

∂B

∂t
∇×B = μ0J + μ0ϵ0

∂E

∂t

如果有磁单极子，那么方程中的两条会被改写：

∇ ⋅B = μ0ρm ∇×E = −μ0Jm −
∂B

∂t

在讨论电介质、磁介质中的 Maxwell 方程组时，我们引入了两个辅助量：D,H。此
外，麦克斯韦方程组还有边界条件：

Dn
1 −Dn

2 = σf Bn
1 −Bn

2 = 0 E t
1 −E t

2 = 0 H t
1 −H t

2 = Kf × n̂


