
电动力学PART 0：电动力学的数学基础
#ElectroDynamics

矢量的基本运算
我们会定义矢量的四种基本运算：加法、数乘、点乘、叉乘。这里唯一需要注意的是
矢量叉乘不遵守交换律，A × B = −B × A。矢量叉乘的实际计算方法是：

A × B =

我们介绍两种三重积。首先是标量三重积，它的几何意义是三个矢量作为三条棱形成
的平行六面体的体积。它的性质包括：

矢量三重积则是由三个叉乘组成的。它具有重要性质：

A × (B × C) = B(A ⋅ C) − C(A ⋅ B)

注意：A × (B × C) 和 (A × B) × C 是两个完全不同的矢量！利用矢量三重积的相关
结论，我们可以将一个式子中化简到至多包含一个叉乘。

我们在电动力学里面通常会遇到电荷被放置在 r′ 点处，而我们希望研究 r 点的情况。
这个时候我们将从源点 r′ 指向场点 r 的的矢量称作 Separation Vector，这里使用 𝓇 表
示。

矢量微积分
首先我们介绍标量场的梯度。假定我们有标量场 T (x, y, z)，我们可以这样来写出它的
全微分： ∣ x̂ ŷ ẑ

Ax Ay Az

Bx By Bz∣轮换对称性： A ⋅ (B × C) = B ⋅ (C × A) = C ⋅ (A × B)

交换字母顺序，得到相反的结果：A ⋅ (B × C) = −C ⋅ (B × A)

点乘和叉乘是可以互换位置的：A ⋅ (B × C) = (A × B) ⋅ C



dT = ( ∂T

∂x
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∂y
ŷ +

∂T
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ẑ) ⋅ (dxx̂ + dyŷ + dzẑ) = (∇T ) ⋅ (dl)

这里的 ∇T  就是标量场 T  的梯度。几何意义上，梯度的方向是标量场上升最快的方
向，梯度的大小就是这个方向上标量场的“斜率”。梯度为 0 的点就被称为是标量场
的“驻点”。

我们把 ∇T  称为 Del Operator。它不是一个通常的矢量，但是可以作用在通常的标量
函数或者矢量场上，表示一种“求梯度”的操作。刚才我们已经把它作用在了标量函数
上，下面我们将其作用在矢量场上。

假定我们有矢量场 v，那么我们如下定义散度：

∇ ⋅ v =
∂vx
∂x

+
∂vy

∂y
+

∂vz
∂z

散度衡量矢量场的“源与汇”。

我们将 ∇ × v 称为矢量场的旋度，它衡量矢量场在某点附近的“旋转”行为。

在这一部分中，我们会遭遇大量的矢量求导恒等式。在本笔记中，我们不一一列出。
我们可以来看一下标量场、矢量场的二阶导数。我们知道，矢量场的散度是个标量
场，因此我们可以对它再求梯度；标量场的梯度和矢量场的旋度都得到一个矢量场，
因此我们可以对其再求散度和旋度，这样我们就会得到二阶导数。
首先，最简单的是：

∇ ⋅ (∇T ) = ∇2T =
∂ 2T

∂x2
+

∂ 2T

∂y2
+
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∂z2

我们可以将 ∇2 叫做拉普拉斯算子。
两个最为重要的结论是：梯度的旋度为 0

∇ × (∇T ) = 0

旋度的散度为 0：

∇ ⋅ (∇ × T ) = 0

我们也可以计算旋度的旋度，尽管这实际上无法带来任何新的东西：

∇ × (∇ × v) = ∇ ⋅ (∇ ⋅ v) − ∇2v

散度的梯度 ∇(∇ ⋅ v) 也无法为我们带来任何新的东西。



我们介绍我们在这门课程中经常遇到的三种积分。如果空间中存在矢量场 v，那么我
们将线积分表达为：∫

b

a
v ⋅ dl；对于闭合回路上的线积分，我们将其表达为 ∮ v ⋅ dl。线

积分的一个重要例子是计算力 F  所作之功。线积分的结果通常与路径有关，如果它与
路径无关，那么我们就说矢量场是保守的。
我们将面积分表达为 ∫

S
v ⋅ da。如果曲面 S 闭合，我们可以将面积分写为 ∮ v ⋅ da。其

中 da 的方向规定实际上是任意的，但是，对于闭合曲面来说，我们通常将“指向曲面
外”规定为 da 的方向。面积分通常被用于计算通量。面积分的结果通常与我们选择的
曲面有关，但是，在特定条件下，它可能只与曲面的边界有关。
最后我们介绍体积分。假定空间中存在标量场 T  ，那么体积分表达为 ∫ Tdτ。有的时
候我们也会对矢量场进行体积分，如果单位矢量都是常数，我们可以将单位矢量直接
提出，例如：

∫ vdτ = ∫ (vxx̂ + vyŷ + vzẑ)dτ = x̂∫ vxdτ + ŷ∫ vydτ + ẑ∫ vzdτ

我们知道，在一元函数微积分中，我们有微积分基本定理（牛顿-莱布尼兹公式）：

∫
b

a

( df

dx
)dx = f(b) − f(a)

它的几何意义是我们在 (a, b) 之间不断累加函数的小变化 df，然后我们就可以得到
a, b 两点处函数值的差。微积分基本定理可以被推广到矢量场中。注意：在前面我们
提过，标、矢量场的微分运算有三种：梯度、散度、旋度，每一种微分运算都对应一
个定理。
首先我们考虑将基本定理推广到梯度这种求导运算上。我们已经知道，假如空间中存
在标量场 T，我们在空间中移动一个微小的位移 dl1，那么标量场值的变化是
(∇T ) ⋅ dl1。类比上面的微积分基本定理，我们就容易得到：

∫
b

a

(∇T ) ⋅ dl = T (b) − T (a)

注意到这个式子的左侧和路径有关，但是右侧和路径无关，那么我们可以立刻得到推
论：∫

b

a
(∇T ) ⋅ dl 与路径无关，且显然 ∮ (∇T ) ⋅ dl = 0

矢量场散度的基本定理是：

∫
V

(∇ ⋅ v)dτ = ∮
S

v ⋅ da

这个公式被称作“格林公式”、“高斯公式”或者“散度定理”。这个定理如同微积分基本定
理一样，它说明了在一个区域内矢量场的散度的积分完全由它边界上的面积分来确定



（对于基本定理来说，a, b 就是边界。）至于其物理意义，我们可以使用不可压缩的
流体来解释：假设曲面内有很多点在释放不可压缩流体，那么这些流体必然会通过曲
面穿出去。因此我们只要在边界上计算通量，就可以得到“产生流体的速率”，也就是
散度。
矢量场旋度的基本定理：

∫
S

(∇ × v) ⋅ da = ∮
P

v ⋅ dl

也就是说，一个矢量场的散度在一个曲面上的积分，等于这个矢量场沿着曲面边缘的
线积分。直观上来说，曲面上一个矢量场的散度是在衡量这个矢量场有多少“漩涡”，
这可以通过沿着矢量场走一圈，计算矢量场的环量 ∮

P
v ⋅ dl 来等效地得到。通过这个

定理，我们可以立刻得到推论：∫ (∇ × v) ⋅ da 只与所选曲面的边界有关，而与曲面的
形状无关。对于闭合曲面来说，∮ (∇ × v) ⋅ da = 0，这是因为它的边界已经收缩为一
点。

最后我们介绍分部积分，这已经在分析学中学过，也就是：

∫
b

a

f ( dg

dx
)dx = −∫

b

a

g( df

dx
) + fg|ba

曲面坐标系
在之前，我们都使用笛卡尔直角系来表示坐标，现在，我们希望使用一些其他坐标
系。例如，球坐标系使用极径、极角（从 z 轴转过的角度）、方位角（从 x 轴转过的
角度）来。很容易从几何关系上直接看出笛卡尔坐标和球坐标的转换：

x = r sin θ cosϕ y = r sin θ sinϕ z = cosϕ

在球坐标里面，我们显然也可以找到三个单位矢量：r̂, θ̂, ϕ̂，那么一个矢量显然可以表
示为 A = Arr̂ + Aθθ̂ + Aϕϕ̂，但是注意，这个时候和直角坐标系不同的一点是 r̂, θ̂, ϕ̂

三个单位矢量都是变化的。容易注意到极坐标的线元是 dl = drr̂ + rdθθ̂ + r sin θdϕϕ̂ ，
体积元是 dτ 2 = r2 sin θdrdθdϕ

我们可以推导极坐标下的梯度、散度、旋度。例如，我们需要推导梯度：

∇T =
∂T

∂x
x̂ +

∂T

∂y
ŷ +

∂T

∂z
ẑ

在极坐标下的表示方法。注意到此时 T = T (r, θ,ϕ)，那么我们需要推导：
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这样推导完成之后，我们需要再将 x̂ 使用 r̂, θ̂, ϕ̂ 表示，这样我们就推出了极坐标下的
梯度算子。散度和旋度算子的推导过程是类似的，我们可以在课本的首页找到。

还有一种曲线坐标是柱坐标。它和直角坐标的变换关系是：

x = s cos θ y = s sin θ z = z

Delta 函数
我们考虑一个在当前定义下的悖论。假定我们有矢量场 v =

1

r2
r̂，那么经过计算我们

可以知道它的散度是处处为 0 的，但是，对于任意包围原点的面，该矢量场的通量不
为 0，这二者显然是相互矛盾的。注意到 ∫ (∇ ⋅ v)dτ 的结果实际上与 r 无关，那么根
据散度定理，我们可以发现这个矢量场就像只在原点处有散度一样。（这就像是一个
质点一样，在某一点处的密度是无穷大，其余位置密度都为 0，总质量为一个有限
值。）在这种情况下，我们会引入一个广义函数——狄拉克 Delta 函数来解决这个问
题。在一维上，Delta 函数被定义为：

δ(x) = { ∫
+∞

−∞

δ(x)dx = 1

你可以把 Delta 函数想成面积为 1 的，不断变窄的矩形或者等腰三角形。容易注意到
Delta 函数满足性质 f(x)δ(x) = f(0)δ(x)，那么可以很容易发现选择性质：

∫
+∞

−∞

f(x)δ(x − a)dx = f(a)

还容易注意到 Delta 函数的一个性质是

δ(kx) =
1

|k|
δ(x)

对于这个结果的直观理解，我们可以视为 δ(kx) 是在 x 方向上“压缩”了 Delta 函数。

虽然 Delta 函数并不是一个符合数学上对“函数”的定义的函数，但是 Delta 函数在积分
号下面可以正常地运行，甚至你可以理解为 Delta 函数是只能在积分号下面运行的。
一般来说，D1(x),D2(x) 是含有 Delta 函数的表达式，如果它们两个相等，我们的意
思是它们对于任意函数有着相同的“选择”作用，也就是：

0 x ≠ 0
+∞ x = 0



∫
+∞

−∞

f(x)D1(x)dx = ∫
+∞

−∞

f(x)D2(x)dx

一个三维的 Delta 函数被定义为：

δ3(r) = δ(x)δ(y)δ(z)

它在全空间的积分：

∫
all space

δ3(r)dτ = ∫
+∞

−∞

∫
+∞

−∞

∫
+∞

−∞

δ(x)δ(y)δ(z)dxdydz = 1

从而它也有选择性质：

∫
all space

f(r)δ3(r − a)dτ = f(a)

那么我们可以解决在本节一开始时提出的问题，我们需要使用 Delta 函数来定义散
度：

∇( r̂

r2
) = 4πδ3(r)

这个时候就不会出现不自洽的问题。显然我们也可以得到：

∇2 1

r
= −4πδ3(r)

亥姆霍兹定理
我们知道，麦克斯韦方程组是一个关于矢量的导数（散度、旋度的）方程组，那么假
使我们讨论一个矢量场 F，它的散度由一个标量场 D 决定，其旋度由一个矢量场 C
决定，也就是：

∇ ⋅ F = D ∇ × F = C

凭借这些散度和旋度信息，我们能够唯一地确定矢量场 F  吗？在一般情况下，这是不
行的。但是，在我们现在所讨论的电动力学中，我们会选择特殊的边界条件（例如，
我们通常选择的是无穷远处的电场和磁场为 0），在这个情况下，亥姆霍兹定理保证
我们可以仅仅使用 D,C 来确定 F。

我们接下来讨论几个特殊的矢量场。首先考虑 ∇ × F = 0 的情况，我们知道梯度的旋
度为 0，因此，此时 F  被写为某种标量势的梯度 ：



F = −∇V

此时，F  显然有性质：

再考虑 ∇ ⋅ F = 0 的情况，我们知道旋度的散度为 0，因此，此时 F  被写为某种矢量
势的旋度：

F = ∇ × A

此时，F  显然具有性质：

在一般的情况下，我们需要将以上两个情况叠加起来。此时矢量场 F  被写成：

F = ∇ × A − ∇V

右边的项就是矢量场 F  的势。

对于任意位置都有 ∇ × F = 0

∫
b

a
F ⋅ dl 与路径无关，∮ F ⋅ dl = 0

对于任意位置都有 ∇ ⋅ F = 0

∫ F ⋅ da 只与所取区域的边界有关，且在闭合区域上为 0


