
几何化的经典力学-Ep.4
辛线性代数简介

在传统的内积空间中，我们要求内积是正定的，从而我们使用的度量是黎曼度规；在广义相对论的底流形的切空间中，我
们允许内积为负，从而我们使用广义黎曼度规；现在，我们将内积的对称性改为反对称性，从而使用了辛内积。

我们首先证明正则坐标的存在性。一组正则坐标指的是能将某个辛线性空间 V  上的辛形式写成：

ωab = ∑
i

(dq i)a ∧ (dpi)b

的坐标。之前我们提到过，坐标无关的哈密顿方程是：

ωabX
a
H = (dH)b

记 ωab 的逆为 ωab ，两边作用 ωab 有：

X a
H = ωab(dH)b

可以看出，只有在某个正则坐标系内，ωab 的分量写成了上文中那样简洁的形式，哈密顿方程组才是我们熟悉的样子。

下面我们给出证明：选两个向量 va
1, ~ub

1，使得 ωabv
a
1ub

1 ≠ 0，取 ub
1 =

~ub
1

ωabv
a
1
~ub

1

，记 va
1, ub

1 张成的空间为 W1，

W ⊥
1 = {va ∈ X : ∀wb ∈ W1, ωabv

awb = 0}。接下来，只需对 W ⊥
1  和 ωab 在其上的限制做相同的操作，重复 n 次即可。最

终，va
1 的对偶矢量就是 (dq1)a，ub

1 的对偶矢量就是 (dp1)a，等等。
最终，ωab 在正则坐标系的对偶坐标基底下的表示：

J2n×2n = [ ]

在向量空间 V  配备欧氏度规时，取 W ⊂ V  是 V  的子空间，我们有 W ∩ W ⊥ = {0}，然而在辛内积空间中情况没有这么简
单：

设 (V1, ω1), (V2, ω2) 是两个辛线性空间，ϕ : V1 → V2 是线性同构，若对于 ∀α, β ∈ V1 有：

ω2(ϕ(α), ϕ(β)) = ω1(α, β)

则称 ϕ 是辛线性同构。(V2, ω2) = (V1, ω1) 时称为辛线性变换。不难证明任意 2n 为辛线性空间同构于 2n 维标准辛内积空
间。在 n 维内积空间中，所有保内积的正交变换构成群 O(n)，在 2n 维辛线性空间上的全体辛线性变换构成 Sp(2n)。如果
使用 M 表示辛线性变换的矩阵，那么显然 M 应该满足：

M T J2n×2nM = J2n×2n

回到辛流形：辛同胚

现在回到我们的主题。设 M 是一个流形，ω 是 M 上闭的、非退化的 2-形式，则称 (M, ω) 为辛流形。由于一个辛内积空
间的维数为偶数，辛流形亦然。之前我们说过，借相空间上的一个正则坐标系，则其上的正则辛形式在任何一点处都可以
表示为：

ωab = ∑
i

(dq i)a ∧ (dpi)b

O In×n

In×n O

若 W ⊥ ∩ W = {0}，则称 W  为 V  的辛子空间，它等价于 ωab 在 W  上的限制是非退化的。
若 W ⊆ W ⊥，我们称 W  是迷向的，反之 W ⊥ ⊆ W，我们称 W ⊥ 是余迷向的
若 W  既是迷向的又是余迷向的，则称 W  是全迷向的，或者 W  是 V  的拉格朗日子空间。不难验证，span{q1, ⋯ , qn}

或者 span{p1, ⋯ , pn} 都是 V  的拉格朗日子空间。
此外，在辛线性代数中，以下结论仍然是成立的：

(W ⊥)⊥ = W , dim W ⊥ + dim W = dim V

所以 V  的维度是其拉格朗日子空间维度的 2 倍。



容易注意到取 θa = −∑i pidqi，那么 ωab = (dθ)ab，从而 ωab 是闭的，也是恰当的。
现在考虑两个辛流形，设 ϕ 是 M → N  的微分同胚，我们可以首先定义从 N  上标量场到 M 上标量场的拉回映射 ϕ⋆：

∀f ∈ FN (0, 0), p ∈ N (ϕ⋆f)|ϕ−1(p) = fp

递归地，我们可以定义 FM (1, 0) → FN (1, 0) 的推前映射 ϕ⋆：

∀f ∈ FN (0, 0), p ∈ M, v ∈ Fp(1, 0), ϕ⋆v ∈ Fϕ(p)(1, 0) ϕ⋆(v)(f) = v(ϕ⋆f)

我们可以把推前、拉回映射推广到任意型张量场：

∀p ∈ N , T ∈ Fp(k,l),ϕ
⋆T ∈ Tϕ−1(p)(k, l) ϕ⋆T (vi)

a(ωi)b = T (ϕ⋆vi)
a(ϕ⋆ωi)b

∀p ∈ M, T ∈ Fp(k, l), ϕ⋆T ∈ Fϕ(p)(k, l) ϕ⋆T (vi)
a(ωi)b = T (ϕ⋆vi)

a(ϕ⋆ωi)b

在黎曼流形上利用 ϕ⋆，我们可以推前度规张量，而现在我们可以推前辛形式。设我们有两个辛流形 (M1, ω1), (M2, ω2)，如
果 ω2 = ϕ⋆ω1，那么自然有：

∀va, ub ∈ TxM1 (ω1)abv
aub = (ω2)ab(ϕ⋆v)a(ϕ⋆u)b

所以我们发现我们从流形之间的微分同胚 ϕ 诱导出推前、拉回映射的目的是将一个流形上的几何原封不动地带到另一个流
形上，这里的 ϕ 被称为辛同胚。显然，若 ϕ 是辛同胚，当且仅当它对某点处向量场的推前映射 TxM → Tϕ(x)N  是辛线性映
射。

行至此处，我们已对所谓“正则变换”初窥门径：它可以有两种表述：1）找到一个坐标变换，使得在新的坐标系下 ωab 仍然
点点写成 ωab = ∑i(dq i)a ∧ (dpi)b 的形式；2）找到 (M, ωab) 上的“等辛形式映射” ϕ⋆ωab = ωab。

对于 (R2, (dq)a ∧ (dq)b)，有一个小小的结论：若有坐标变换 Q = Q(p, q), P = P(p, q)，它是正则变换（等辛形式映射）当
且仅当 Jacobian 为 1.

正则变换

我们只考虑无穷小正则变换：X i → X i + ϵξi，通过一些基于注意力的构造，我们知道：任取函数 G，ξi 应满足：

ξi = −ωij ∂G

∂X j

我们来证明这是合理的。首先由张量分量的坐标变换式：

ω′
kl = ωij

∂X i

∂X ′k

∂X j

∂X ′l

现在的困难是求旧坐标对新坐标的导数。首先容易知道新对旧的导数：

∂X ′k

∂X i
= δk

i + ϵ
∂ξk

∂X i

利用坐标变换的正、反向 Jacobian 互为逆矩阵的特性，我们将逆变换矩阵元做一阶线性近似：

∂X i

∂X ′k
= δi

k + ϵAi
k

从 ∂X ′k

∂X j

∂X i

∂X ′k
= δi

j 解出：

∂X i

∂X ′k
= δi

k − ϵ
∂ξi

∂X k

我们把上面坐标变换式里面的东西一项一项抽出来看，首先：

ωijδ
i
kδ

j

l
= ωkl

其次：



所以我们就完成了正确性的证明（依赖于坐标变换）。

在黎曼流形上的 Killing 矢量场满足 Killing 方程：

∇aξb + ∇bξa = 0

但是在辛流形上我们一般不谈联络，这是因为我们无法根据条件 ∇aωbc = 0 确定唯一的与辛形式适配的无挠联络。我们将
使用嘉当魔法公式计算 Lie 导数：

我们借一个坐标系完成对上式的证明，并且为了简单起见，我们只对 2-形式完成证明。由于上式是张量等式，换系时左右
按照相同的张量变换律变化，所以自然在任何坐标系中成立。显然，要研究 Lie 导数，应直接选择 X a 的适配坐标系，在
此坐标系内，左侧的分量：

LXωi,j =
dωi,j

dx1

利用 X a = ( ∂

∂x1
)

a

, ωab = ωij(dxi)a ∧ (dxj)b，容易知道：

ωabX
a = 2ω1i(dxi)b

对其求外微分：

对 ω 直接求外微分：

(dω)zab = (dωij)z ∧ (dxi)a ∧ (dxj)b

它和 ( ∂

∂x1
)

z

 作用：

注意 (⋆⋆) 式第二项的 i, j 都不能为 1，那么 (⋆) 式里面分母 j = 1 的项被全部吃掉。又因为：

−2
∂ω1i

∂x1
(dxi)a ∧ (dx1)b =

∂ωi1

∂x1
(dxi)a ∧ (dx1)b +

∂ω1i

∂x1
(dx1)a ∧ (dxi)b

将所有项加起来，对比 Lie 导数在适配坐标系下的形式即得证。
现在，仔细看看 Lie 导数的计算式，将 ω 取为正则辛形式 ωab ，它本来就是闭的，所以第二项没了，这要求：

ωabX
a
G = −(dG)b ⇒ X a

G = −ωab(dG)b

ωij (δi
k

∂ξj

∂X l
+ δ

j

l

∂ξi

∂X k
)

= ωkjω
jμ ∂ 2G

∂X μX l
+ ωilω

iν ∂ 2G

∂X νX k

= δ
μ

k

∂ 2G

∂X μX l
− δν

l

∂ 2G

∂X νX k

=
∂ 2G

∂X kX l
−

∂ 2G

∂X lX k

= 0

Theorem：嘉当的魔法公式

n -形式的 Lie 导数为：

LXωa...y = d(ωa...yX a)a...y + X z(dω)z,a...y

d(ωabX
a) = 2((dω12)a ∧ (dx2)b + ⋯ + (dω1n)a ∧ (dxn)b

= 2
∂ω1j

∂xi
(dxi)a ∧ (dxj)b

= −2
∂ω1i

∂xj
(dxi)a ∧ (dxj)b (⋆)

X z(dω)zab = (dωij)k((dxk)z ∧ (dxi)a ∧ (dxj)b)(
∂

∂x1
)

z

=
dωij

dx1
(dxi)a ∧ (dxj)b + 2

dω1i

dxj
(dxi)a ∧ (dxj)b  i, j ≠ 1 (⋆⋆)



借正则坐标系展开，我们就可以得到最初“注意到”的结果。

这里顺便提一下正则变换的另一种讲法：在两个坐标系内分别看，“真实”的运动轨迹永远是真实的，因此在相空间内计算
作用量的时候，二者作用量应该差某个函数对时间的全导数，这个函数被称为生成函数，通过勒让德变换，我们一共可以
找到四种生成函数。这里对生成函数的意义给出另一种诠释：设我们有两个正则坐标系 (q, p), (Q, P)，那么：

ωab = ∑
i

(dq i)a ∧ (dpi)a = ∑
i

(dQi)a ∧ (dP i)a

利用正则辛形式是恰当的这一事实，立刻得到：

d(∑
i

pi(dq i)a − P i(dQi)a) = 0

或者：

∑
i

pi(dq i)a − P i(dQi)a = (dG)a

由于：

ωab = d(−∑
i

pi(dq i)a) = d(∑
i

q i(dpi)a)

使用新坐标也有两种写法，所以两两配对，生成函数就有了四种写法。

不依赖于坐标的正则辛形式定义

我们现在说明正则辛形式是可以不依赖于坐标系定义的，我们已经知道，借一个正则坐标系，取：

θa = −∑
i

pi(dq i)a

立刻有 dα = ω。考察 θa 在坐标变换下的行为：取另一个坐标系（不必是正则坐标系），有：

θa = −∑
i

p′i(dq ′i)a = ∑
i

∑
j

pj ∂q j

∂q ′i
(dq ′i)a = ∑

j

(pj)(dq j)a

从而 θa 在坐标变换前后有完全相同的数学形式，它可以不依赖于坐标系定义。又由于外微分是不依赖于坐标系的，所以
ωab 完全可以不依赖于坐标系！


