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哈密顿力学的几何化

勒让德变换和哈密顿方程

众所周知，拉格朗日方程：

d

dt
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和哈密顿方程组：
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是等价的。
但是，按照现有的教材，从 L 构造 H 的过程是通过一个奇怪的“勒让德变换”实现的！这个变换的物理意义是什么呢？在历
史上，哈密顿的最初目的是做出 HJB 方程，哈密顿方程反而是副产物，他并未阐明如何想到勒让德变换这个操作。从初等

分析力学的角度来解释，我们可以说拉格朗日方程组的形式提醒我们 pi =
∂L

∂q̇i
 这个量是重要的，我们没有必要把它拆解成

含有 q̈i 的更复杂的形式。使用更现代的语言，我们说勒让德变换建立了构形流形切丛到余切丛的同构。

考虑构形流形 M 其上所有余切矢量构成的集合（即 M 的余切丛） T ⋆M = ⋃
x∈M TxM，不难直观地想象，这个集合和切

丛一样，也是一个流形。若在 M 上有坐标系 {xi}，则在 M 上任意一点 x 的余切空间内有坐标基底 {(dxi)a}，所以余切丛
上自然地有余切坐标系 {pi, qi}。如果我们有一个非退化的张量 τab，根据“张量面面观”，它其实是一个从 TMx 到 T ⋆Mx 的
映射，那么借助这样的张量，我们可以构造 TM → T ⋆M 的光滑同胚映射。由于所有流形上都可以定义黎曼度规 gab，所
以一种最简单的选择是将 τab 选成 gab，从而对于任何流形，我们都可以建立这个同胚。

例子：若 M 上有 Riemann 度规 gab 和任意函数 f(x)，取 L(va,x) =
1

2
gab(x)vavb + f(x)，则对于 va,wa ∈ TxM，计算 va

沿着 wa 方向的纤维导数：

可见此时的纤维导数就是由度规指定的内积。

例子：在切坐标系 {xi, vi} 下写出纤维导数：

从而，Fab(L)va 这个余切矢量在余切坐标系下的坐标为 (
∂L

∂v1
, ⋯ ,

∂L

∂vn
)。

Definition：切丛到余切丛的映射，纤维导数

设 M 是构形流形，对于 TM 上的函数 L(x, va)，我们希望找到一个映射 Fab(L)，它是由函数 L 指定的 TxM → T ⋆
xM

的映射，使得对于任意的 x ∈ M 和 va,wa ∈ TxM，有：

Fab(L)vawb =
d

ds
|s=0L(x, va + swa)

Fab(L)vawb 称为 TxM 上 v 沿 w 方向的纤维导数。

Fab(L)vawb = lim
s→0

gab(x)(v + sw)a(v + sw)b − gab(x)vavb

2s

= lim
s→0

2sgabv
awa + s2gabw

awb

2s

= gabv
awb

Fab(L)vawb =
d

ds
|s=0L(x, v + sw)

=
∂L

∂vi
(x, v) ⋅ wi



怎么看出这个东西和经典力学中勒让德变换的对应关系呢？刚才我们已经说过，Fab(L)va 这个余切矢量的坐标是

( ∂L

∂v1
, ⋯ ,

∂L

∂vn
)，那么我们不妨直接取 wa 的坐标为 ( ∂L

∂v1
, ⋯ ,

∂L

∂vn
)，不难猜到 Fac(L)wc 在切坐标系中的坐标就是

(v1, ⋯ , vn)。依托具体的坐标系，容易看出上面的哈密顿量确实是 H =
∂L

∂vi
vi − L(x, v)。

我们之前说 Fab(L) 指定了映射 va ↦ wa，实际上，如果搭配上默认的操作 x ↦ x，我们可以说 F(L) 指定了 TM → T ⋆M

上的映射。所以：

这里我们给出一个坐标系依赖的证明。根据 F(L) 的定义有：

F(L)(q1, ⋯ qn, v1, ⋯ , vn) = (q1, ⋯ qn, p1, ⋯ , pn)

就是把 TM 上的一个点映射到 T ⋆M 上。根据上面的讨论有 pi =
∂L(x, v)

∂vi
。

根据 n 个 (q, vi) 与 pi 之间的关系，可以反解 vi = vi(q, p)，那么：

H(q, p) = vi(q, p)pi − L(q, v(q, p))

计算 H 对 qi 的导数，有（为了避免指标记号混淆，这里显式写出了求和记号）：

做类似的计算可以得到：

∂H

∂pi
(q, p) = vi(q, p) =

dq i

dt

从而立刻得到哈密顿方程的其中一条。要得到另一条方程：

∂H

∂q i
= −

∂L
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= −

d
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∂q̇ i
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d
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pi

所以我们说，纤维导数（或勒让德变换）指定了 TM 到 T ⋆M 的一个同构，T ⋆M 被称为相空间，坐标 q i 称为正则坐标，
pi 称为正则动量。之前的拉格朗日力学是在 2n 维流形 TM 上进行的，然而在研究方法中，我们似乎并没有把 TM 当作一
整个流形看待（我们并没有在 TM 上定义度规，等等）。现在，我们要把 T ⋆M 直接当作 2n 维流形看待，而且这个流形
上并非定义了一个 Riemann 度规，而是定义了一个辛形式 ωab（它取代了度规的地位），所以我们将这样的流形

Definition：哈密顿量

设 M 是构形流形，L 是 TM 上的函数，x ∈ M, va ∈ TxM，称函数：

E : TM → R va ↦ Fab(L)vavb − L(x, va)

为构形流形切丛上的连带能量函数，称

H = E ∘ Fab(L)

为构形流形余切丛上的哈密顿量。具体地，对于 x ∈ M,wa ∈ T ⋆
xM，有：

H : wa ↦ Fab(L)Fac(L)Fbd(L)wcwd − L(x,Fab(L)wb)

将 L : TM → R 变成 H : T ⋆M → R 的操作称为勒让德变换。

Theorem：哈密顿方程

构形流形为 M， 设 TM 上的一条曲线 γ 满足拉格朗日方程，则 T ⋆M 上的曲线 F(L) ∘ γ 满足哈密顿方程。
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(T ⋆M,ωab) 称为一个辛流形。并且，T ⋆M 上的这个辛形式还相当特殊，它被称为“正则辛形式”，是说在 T ⋆M 上的每一点
都存在一个局部坐标系 (q, p)（也就是正则坐标系），使得它能够写成：

ω =
n

∑
i=1

(dqi)
a ∧ (dpi)

a

的形式。将 T ⋆M 提升为辛流形之后，我们还可以给出哈密顿方程的坐标无关形式：

证明：借正则坐标系直接计算 ωabX
a
H
，比较它与 (dH)b 在正则坐标系内的分量即可。

Theorem：哈密顿方程的坐标无关形式

定义哈密顿向量场 Xa
H：

ωabX
a
H = (dH)b

则向量场 Xa
H

 在正则坐标系下写成：

Xa
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a


