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拉格朗日矢量场

我们先来讨论流形的切丛。设流形 M 上 x 点处的切空间为 TMx，则所有点处的切空间之并：

TM = ⋃
x

TMx

称为流形 M 的切丛。切丛这个东西从定义上来看好像是将原流形的切空间“一块一块粘起来”的，为什么我们说切丛也是个
流形？直观上，可以思考一个例子：将一维流形 S 1 嵌入在 R3 中，它每一点处的切空间都是一维的，“可视化”后是一条直
线。若将 S 1 可视化为水平的圆周，那么先指定圆周上一点，再指定过此点的直线上一点的这个操作可以视作从圆柱
S 1 × R1 上取点。严格来说，对于任何流形的局部，以上推理都是合理的。这是因为 n 维流形上 x 处的切空间自然与 Rn

同构。因此在流形 M 上取坐标卡 {U , Ψ} 所指定的开集 U，⋃x∈U TMx 可以视作 U × Rn。

如何描述切丛中的点？显然，我们需要先在流形上指定一点，再指定此点的一个切向量。在流形上我们有坐标 (x1, ⋯ xn)

，这一组坐标自然诱导出坐标基底，因此我们自然有切向量的坐标 (v1, ⋯ , vn)，因此我们可以自然地给出切丛中一点的坐
标：

(p, v) = ((x1, ⋯ xn), (v1, ⋯ vn)) ∀ (p, v) ∈ TM

显然，拉格朗日力学中，粒子的“全部信息（也就是位置和速度）”由构形流形 M 的切丛上的一条曲线 γ(t) 描述，我们现在
希望求出这条曲线的切矢。设 Rn 中自然坐标系用 xi 记，而流形上的广义坐标用 qi 记，则动能写成：
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我们可以把拉格朗日方程降阶：

我们可以把它做成矩阵形式，只需要注意到：
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，Luiqj , Lqi  同理，那么有如下矩阵方程：

根据以上方程，我们可以求出速度相空间上面控制相点演化的矢量场，那么只需要对上式取逆，求出 (q̇1, ⋯ q̇n, u̇1, ⋯ , u̇n)

即可。γ(t) 的切矢形式化地写成：

d

dt
qi = ui

d

dt
( ∂L

∂ui

) =
∂L

∂qi



V a = q̇i(
∂

∂xi
)

a

+ u̇i(
∂

∂vi
)

a

单摆是一个可以可视化拉格朗日向量场的典型例子，读者可以编写一个程序进行可视化。

小振动

众所周知，构型空间 M 上势能函数 V  的驻点是系统的平衡点，具体是否是稳定平衡点需要根据 V  在平衡点附近的性态判
断。取切丛上的坐标系 {q1, ⋯ qN , u1, ⋯ uN }，拉格朗日量被写为：
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为了在平衡点附近处理问题，记平衡点为 qi = qss
i + ϵ~qi, ui = ϵ~ui, ϵ > 0, ϵ ≪ 1，从而我们可以做一个坐标变换

{q, u} → {~q, ~u}，并检查 L 在新的坐标系下的写法：

常数项是没有意义的，而一次项在小振动中只引起平衡位置的移动，而
不引起振动频率改变等更加实质的变化，因此我们可以只保留二次型，有效的拉氏量是：
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为简单起见，下面我们将 L 写作 L(q, q̇) = q̇T Gq̇ − qT Hq。为了进一步简化这个问题，我们可以对 G, H 做同时对角化，这
需要求解广义本征矢量问题：

Hxi = λiGxi

这样的广义本征矢量有很好的正交性质，考虑两个互不相同的广义本征矢量：

Hxi = λiGxi Hxj = λjGxj

对第一个方程左乘 xT
j ，第二个方程左乘 xT

i  可以得到：
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由于 H, G 都是对称的，我们有 xT
j Hxi = xT

i Hxj, xT
j Gxi = xT

i Gxj，两个方程相减得到：

xT
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从而若 λi ≠ λj，必有：

xT
i Gxj = 0 xT
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对于相同的本征矢量，我们可以直接要求 xT
i Gxi = 1（通过调整本征矢量的长度），此时显然有 xT

i Hxi = λi。所以，如果
我们选择共同本征矢量 {xi} 作为基底，我们就可以通过新坐标对角化 G, H。从而：
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刚体

我们知道，刚体在运动过程中，其上任意两点间的距离是保持不变的，因此其运动可以使用等距变换描述。R
n 中的等距变

换可以描述为 x ↦ Ax + b，其中 A 是实正交矩阵。在研究刚体时，我们会取固连在刚体上的坐标系，使用 a 记刚体上某
一质点在固连坐标系内的位置，以 x 记这一质点在惯性坐标系内的位置，则 x = x(a, t) 是一个等距变换，从而：

x(a, t) = A(t)a + b(t)
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并且我们要求 A(0) = I, b(0) = 0。由于我们要求刚体的姿态连续变化，而 A(t) 在连续变化中不能跨越 O(3) 的不同连通分
支，因此 A 实际上只能在 SO(3) 中。由于 SO(3) 的维度为 3，显然刚体的最大自由度为 3 + 3 = 6。
欧拉声明，任意群元 A ∈ SO(3) 可以分解为三个矩阵的乘积：A = DCB

这里的三个欧拉角 ϕ, θ, ψ 是 Z − Y − Z 转动方式下的三个欧拉角，它们分别进行了自转、章动和进动：

下面引入角速度。作为最简单的例子，考虑定点转动的刚体有 x(a, t) = A(t)a，两边对时间求导有：

ẋ(a, t) = Ȧ(t)a = Ȧ(t)A−1(t)x(a, t) = Ȧ(t)AT (t)x(a, t)

容易注意到 Ȧ(t)AT (t) 是一个反对称矩阵，它可以视作某个角速度 2-形式在实验室参考系下的分量 Ωij，它的对偶就是角
速度 1-形式，也就是说：

ẋa = Ωaba
b = ϵabcω

cab

右边这个东西就是 ω × a，这里的 ωa 就是一般所说的角速度矢量。你可以写出它在实验室系和随动系的分量。下面研究刚
体的动力学：设刚体的质量密度为 ρ，它的质量和动能写为：

m = ∫ ρ(a)da T =
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考虑定点旋转的刚体，其动能为：

其中第四个等号引入的惯量张量 J：

J = ∫ ρ(a)(aT aI − aaT )da

这是由于：
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第二个等号利用了 AT  为正交矩阵的事实。通过选择合理的随动坐标系（J 的本征矢量）时，J 可以被对角化，从而为刚
体动能的计算带来很多方便。势能的计算往往可以通过简单的积分解决，于是我们就可以建立刚体的动力学方程了。


