
几何化的经典力学-Ep.1
Lagrange 力学的几何化

变分原理

本节主要回顾变分原理的推导过程。在经典力学中，变分原理被用于求解以下问题：求 Rn 中的端点固定曲线
γ(t) : [t0, t1] → R

n，γ(t0) = a, γ(t1) = b，使得作用量：

S[γ] = ∫
t1

t0

L(γ, γ̇, t)dt

最小化。换言之，我们考虑曲线族 γ ϵ(t) : [t0, t1] × (−ϵ0, ϵ0) → R
n，若它满足 γ ϵ(t0) = a, γ ϵ(t1) = b, ∀ϵ ∈ (−ϵ0, ϵ0)，并且

γ|[t0,t1]×(−ϵ0,ϵ0) 是 R2 → R
n 的二阶可微映射，则我们称它为二阶可微的定端曲线族。那么，若 γ(t) 为以上最小作用量问题

的解，则 S[γ ϵ] 作为 ϵ 的普通函数，应当在 ϵ = 0 处取得最小值。从而我们计算一阶条件：

由于这里面 γ ϵ 是任意的，故 
∂γ ϵ

i

∂ϵ
 也是任意的。由于我们的边界固定，所以第一项自动为 0，若要使得上述一阶条件成

立，我们必然有：

∂L

∂qi

−
d

dt

∂L

∂q̇i

= 0

此即所谓 Euler-Lagrange 方程。注意：这样的方程只适用于受到保守力+所有约束均为理想完整约束的系统。

理想完整约束、牛顿运动定律的变分形式

何为理想完整约束？我们称构型空间是嵌入在 RN  中的 n 维光滑子流形 M。由于 RN  中自带度规，于是我们可以谈及两个
向量的内积。约束力是从 M 的切丛 TM 到 RN  中向量的映射 R。我们称一个约束力 R 是理想完整的，如果
∀x ∈ M, ẋ ∈ TxM 都有：

R(x, ẋ) ⋅ ẋ = 0

受到保守主动力+所有约束均为理想完整约束的质点的牛顿运动方程写为：

mẍ = F(x) + R(x, ẋ) F(x) = −∇V (x)

则牛顿运动定律对应的变分形式应当表述为：若 γ : I → M 满足 mẍ = F(x) + R(x, ẋ)，且端点固定，则对于 M 上二阶可
微定端曲线族 γ(t, ϵ), γ(t, 0) = γ(t) 有：

d

dϵ
S[γ ϵ]|ϵ=0 = 0

其中：

S[γ] = ∫ L(γ, γ̇)dt L(γ, γ̇) =
1

2
m(γ̇)2 − V (γ)

证明：计算一阶条件：

0 =
dL[γ ϵ]

dϵ

= ∫ ∑
i

(
∂L

∂γi

∂γ ϵ
i

∂ϵ
+

∂L

∂γ̇i

∂ 2γ ϵ
i

∂t∂ϵ
)dt

= ∑
i

[ ∂L

∂γ̇i

∂γ ϵ
i

∂ϵ
]

t1

t0

+ ∫ ∑
i

∂γ ϵ
i

∂ϵ
( ∂L

∂γi

−
d

dt

∂L

∂γ̇i

)dt



现在看一看括号里面是什么。根据牛顿第二定律：

m
∂ 2γ ϵ(t)

∂t2
+ ∇V (γ ϵ(t)) = −∇V (γ ϵ(t)) + R(γ, γ̇) + ∇V (γ ϵ(t)) = R(γ, γ̇)

我们发现 
∂γ ϵ(t)

∂t
 是曲线的切矢，它是和 R 正交的，因此上述一阶条件显然满足。

经典力学的黎曼几何表述

上面的推导中我们将构形流形视为嵌入在 Rn 中的子流形，这是一种“外在”的表述。我们能不能使用一种“内蕴”的几何表述
重述拉格朗日力学呢？这需要我们先证明一种不同于上述“等时变分原理”的“等能量变分原理”，即莫培督原理。
考虑那些总能量 H 不含时间的系统，我们希望求出它从起点运动到终点的真实路径。我们仍然可以将起点到终点用无数条
路径连接起来，形成曲线族 γ ϵ(t)，但是我们现在不固定到达的时间，而是要求质点沿着每条路径运动时的总能量 H 保持
不变。我们首先证明莫培督原理：起点到终点的真实路径是使得简约作用量：

W = ∫ p ⋅ γ̇dt

最小的路径。其中 pa 是广义动量：

p =
∂L(γ, γ̇)

∂γ̇

首先注意到简约作用量可以写成：

W [γ] = ∫
t

0

p ⋅ γ̇dt = ∫
t

0

(p ⋅ γ̇ − H)dt + ∫
t

0

Hdt = ∫
t

0

Ldt + Ht

现在不只有 γ(t) 变化，到达终点的时间 t 也会变化。不妨令路径从 γ(t) → γ(t) + δγ(t)，到达终点的时间 t → t + δt。计算
W  的一阶变化 δW，有：

但是，由于原路径 γ(t) 在 t 时刻到达终点，而新路径 ~γ(t) = γ(t) + δγ(t) 在 t + δt 时刻到达终点，因此这里面的 δγ(t) 和 δt

是有关系的。现在求出这个关系：

代入得到：

上式在真实运动路径上等于 0。第一项等于 0 是因为真实路径满足欧拉-拉格朗日方程；后面的部分根据哈密顿量（广义能
量） H 的定义可知为 0。从而我们证得莫培督定理。现在考虑单质点，将其运动轨迹在构形流形上的的第 i 个坐标分量写
为 γ i(t)，由于单质点的动能可以写成二次型，则其简约作用量为：

d

dϵ
S[γ ϵ] =

d

dϵ
∫

t1

t0

1

2
m(γ̇(t))2 − V (γ(t))dt

= ∫ m
∂γ ϵ(t)

∂ϵ∂t
⋅

∂γ ϵ(t)

∂t
− ∇V (γ ϵ(t)) ⋅

∂γ ϵ(t)

∂ϵ
dt

= ∫ m [
∂

∂t
(

∂γ ϵ(t)

∂ϵ
⋅

∂γ ϵ(t)

∂t
) −

∂γ ϵ(t)

∂ϵ
⋅

∂γ ϵ(t)

∂t2
] − ∇V (γ ϵ(t)) ⋅

∂γ ϵ(t)

∂ϵ
dt

= −∫
∂γ ϵ(t)

∂t
⋅ (m

∂ 2γ ϵ(t)

∂t2
+ ∇V (γ ϵ(t)))dt

δW = ∫
t

0

dt( ∂L

∂γ
−

d

dt

∂L

∂γ̇
) ⋅ δγ(t) + ( ∂L

∂γ̇
⋅ δγ(t))|t

0 + Ldt + Hdt

δγ(t) = ~γ(t) − γ(t)

≈ ~γ(t + δt) − ~̇γ(t)δt − γ(t)

= −~̇γ(t)δt

≈ −γ̇(t)δt

δW = ∫
t

0

dt( ∂L

∂γ
−

d

dt

∂L

∂γ̇
) ⋅ δγ(t) + (L − pγ̇)dt + Hdt



其中最后一步利用了莫培督原理中所有路径的能量是相等的这一性质。再利用这一性质得到：

1

2
∑

i,j

mij

dγ i(t)

dt

dγ j(t)

dt
+ V (γ(t)) = H ⇒ dt = √

1

2(H − V )
∑

ij

mijdγ idγ j

代入 W  的表达式后立刻得到：

W = ∫
b

a
√2(H − V (γ))∑

ij

mijdγ idγ j

这里的 W  就是测地线长度。于是我们现在可以这样说：取定一系列具有能量 H 的路线，则这一些路线可以经过构形流形
上满足 H > V (γ) 的开集 O。在开集 O 或者说构形流形 M 的子流形上，可取度规：

gab = (H − V )mab

以上表述没有使用将 M 嵌入在 RN  空间中这一想法，因此这个表述是完全内蕴的。我们可以注意到此时的 gab 并不是将
M 嵌入在 (RN , δab) 中得到的 M 上的诱导度规。以上推导中只使用了单质点的动能可以写成二次型的性质，原则上可以推
广至所有类似的系统。

诺特定理

现在，我们给出诺特定理的另一个表述。设构形流形 M 上配备度规 gab = (H − V )mab 以及与度规适配的协变导数算符 ∇a

，将 M 上任意测地线记作 q(s)，s 为测地线的线长参数，则：I = gabξ
aub 沿测地线 q(s) 不变。其中 ξa 是 M 上的 Killing

场，ub 为 q(s) 的切矢。

证明：考察 I 沿测地线的协变导数，借构形流形上一个坐标系写成分量式：

其中第一个等号利用了度规与协变导数算符适配这一事实，第二个等号利用了协变导数的莱布尼兹性质，第三个等号利用
了测地线方程，最后一个等号利用了 Killing 方程。在这样的证明方式中，我们看到了对称性和守恒量更直观的联系。

W [γ] = ∑
i,j

∫
t

0

∂ ( 1

2
mijγ̇

i(t)γ̇ j(t) − V (γ(t)))

∂γ̇ i
γ̇ i(t)dt

= ∫
t

0

∑
i,j

mijγ̇
i(t)γ̇ j(t)dt

= ∫
t

0

2Tdt

= ∫
t

0

2(H − V (γ))dt

uσ∇σ(gμνξμuν) = uσgμν∇σ(ξμuν)

= gμνuσξμ∇σuν + gμνuσuν∇σξμ

= 0 + gμνuσuν∇σξμ

= uσuν∇σξν

=
1

2
uσuν(∇σξμ + ∇μξσ)

= 0


