
Chapter 38：大结局：重走微分几何之路
#DifferentialGeometry

嘉当的巧妙想法
在之前研究三维曲线时，我们给出了能沿着曲线移动的坐标系：

′

=

这里的 T  是切向，N  是法向，而 B 是副法向。这个方法给了我们很多有益的启发：

控制着标架变换的"联络"
我们首先明确哟下符号：

⎡⎢⎣TNB⎤⎥⎦ ⎡⎢⎣ 0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0

⎤⎥⎦⎡⎢⎣TNB⎤⎥⎦构造了一个与曲线相适应的标架

用标架本身描写标架的变化率
现在，嘉当提出了他的“活动标架法”，将上面这个标架推广到曲面上的同时又做
了许多改进。这里我们首先考察 R3 中的二维曲面：
选择一个向量成为曲面的法向，那么我们自然得到两个切向量，也就得到了与曲
面相适应的标架

完全解除标架的限制，使得它不仅能沿着曲面滑动，更能在 R3 中以任意“可微
的”方式移动，从而我们可以得到一个标架场
将标架用协变矢量而不是逆变矢量表示，使用协变基底本身表示协变基底的变化
率。

嘉当得到了任意形式的结构方程，然后将它们应用到特定的几何对象上。

向量 v
1-形式 θ
2-形式 Ψ
矩阵 [A]



那么我们现在希望用标架本身表示标架的变化率。由于此时的标架是充满了全空间的
标架场，因此我们希望看看它是如何沿着 R3 中的任意向量 v 变化的，那么我们用一
个暂时未知的矩阵 [C] 表示这种变化：

∇v[m] = [C][m]

由于标架的正交性，我们可以得到矩阵中的系数：

ωij(v) = [C]ij = (∇vmi) ⋅ mj

代表了标架沿着 v 运动时，mi 转向 mj 的初始速率。为什么我们在这里切换符号？根
据上面的符号约定，这意味着我们发现每一个ωij 全都是 1-形式，ωij 的下标不代表着
它是 (0, 2) 阶张量，只代表着它在矩阵中的位置。很容易验证它们都是 1-形式，此外
可以得到：

0 = ∇v(δ
i
j) = ∇v(mi ⋅ mj) = ωij(v) + ωji(v) ⇒ ωij(v) = −ωji(v)

因此，装载有 1-形式的 [ω] 矩阵事实上是反对称矩阵，其中只有三个独立参数。至
此，我们形式化地得到了描述标架场变换的联络方程组：

∇v[m] = [ω(v)][m] ∇vmi = ∑
j

ωij(v)mj

取 m1 = T ,m2 = N ,m3 = B, v = T，可以恢复出曲线上的结果。注意：从几何关系上
可以看出，一对向量 (T ,N) 绕着轴 B 旋转，这意味着 T  不会向着 B 倾斜，因此有
ω13(v) = 0。

描述标架场最终姿态的“姿态矩阵”
显然，如果我们要描述标架场 {mi} 的形态，其实只需要知道我们怎么转一转 {ei}，
使之与 {mi} 重合，这显然只需要一个正交的旋转矩阵来描述：

[m] = [A][e]

设 {ei} 是固定的欧几里得正交基，具有对偶的协变基底 {dxi}，dxi(ej) = δi
j

设 {mi} 是嘉当正交活动标架场，具有对偶的协变基底 {θi}，θi(mj) = δij

提请注意：在正交基的情况下，一个逆变基底 e1 的改变仅引起与其下标相同的
协变基底 dx1 的改变，因此我们可以在这种情况下说一个逆变基底只与一个协变
基底对偶！



我们定义：一个矩阵的外导数就是其每个元素的外导数重新组成的矩阵：d[A] = [daij]

，现在我们证明联络 1-形式的矩阵可以表示为：

[ω] = (d[A])[A]T ωij = ∑
k

(daik)ajk

我们计算活动标架本身的转向率：

∇vmi = ∇v∑
k

aikek = ∑
k

(daik)(v)ek

现在我们来看 mi 向着 mj 的方向偏离了多少，很容易发现：

ωij(v) = (∇vmi) ⋅ mj = ∑
k

(daik(v))ajk

从而哦我们证明了结果。

我们举一个例子看看到目前为止我们的成果：

我们构造的柱面标架场是：

姿态矩阵和联络 1-形式矩阵可以被计算为：

m1 = cos θe1 + sin θe2

m2 = − sin θe1 + cos θe2

m3 = e3



[ ] = [ω] =

那么我们就得到了：

∇vm1 = dθ(v)m2,  ∇vm2 = −dθ(v)m1,  ∇vm3 = 0

从下图中，很容易用几何关系证明这一点：

(⋆) 嘉当的两个结构方程
现在，我们将使用协变基底 θi 代替逆变基底 mi，那么，同一个旋转矩阵将 dx 旋转到
θ

[θ] = [A][dx] θi = ∑
j

aijdx
j

这个证明是显然的。因为 θi 是 mi 的对偶，因此根据里斯表示定理：

θi(ej) = mi ⋅ ej = [∑
k

aikek] ⋅ ej = aij

嘉当第一结构方程
现在，我们当然想问：对偶 1-形式 θ 在空间中是如何变化的？这正是嘉当第一结构方
程

A
⎡⎢⎣ cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1

⎤⎥⎦ ⎡⎢⎣ 0 dθ 0

−dθ 0 0

0 0 0

⎤⎥⎦



d[θ] = [ω] ∧ [θ]

这个证明只需要简单计算，首先我们有：

[θ] = [A][dx]

式子两侧求外导数：

d[θ] = d[A] ∧ [dx] = d[A][A]T ∧ [A][dx] = [ω] ∧ [θ] dθi = ∑
j

ωij ∧ θj

嘉当第二结构方程
我们自然也想问：控制着标架变化的联络是如何变化的，这需要嘉当第二结构方程：

d[ω] = [ω] ∧ [ω]

我们给一个关于外微分计算的引理，设 f, g 都是函数（0 -形式），那么：

d((df)g) = dg ∧ df = −df ∧ dg

现在，对联络矩阵两侧外微分：

具体计算的时候我们也使用分量式：

dωij = ∑
k

ωik ∧ ωkj

嘉当的两个结构方程可以统一地被写为：

d[⋅] = [ω] ∧ [⋅]

例子：球面标架场

d[ω] = d[(d[A])[A]T ]

= −(d[A]) ∧ d[A]T

= −(d[A])[A]T ∧ [A]d[A]T

= −(d[A])[A]T ∧ [(d[A])[A]T ]T

= −[ω] ∧ [ω]T

= [ω] ∧ [ω]



我们再球面标架场上用一下两个结构方程。很容易用几何关系给出旋转矩阵 [A]：

A =

我们只需计算联络矩阵中三个有效的分量：

同样，我们也可以计算与逆变标架对偶的协变基底，但是我们也可以通过几何方式找
到。例如考虑图中的小平行六面体，它的对角线是：

v = δrm1 + rδϕm2 + rsϕδθm3

根据对偶基的定义，我们显然有：

⎡⎢⎣sϕcθ sϕsθ cϕ

cϕcθ cϕsθ −sϕ

−sθ cθ 0

⎤⎥⎦ω12 = dϕ

ω13 = sinϕdθ

ω23 = cosϕdθ

θ1 = dr

θ2 = rdϕ

θ3 = rsϕdθ



我们可以通过分量式计算楔积，从而验证：

d[θ] =

以及：

d[ω] =

实际上，之前我们的联络矩阵中的分量也是可以使用一些几何方法算出来的。在 v 很
短的时候，∇vmi 就是 mi 沿着 v 从起点到终点的变化。如图，我们这里只讨论 ω12(v)

：考虑一下 m1 沿着某个短向量 v 移动时它会发生什么变化：

⎡⎢⎣ 0

dr ∧ dθ

sϕdr ∧ dθ + rcϕdϕ ∧ dθ

⎤⎥⎦⎡⎢⎣ 0 0 cϕdϕ ∧ dθ

0 0 −sϕdϕ ∧ dθ

−cϕdϕ ∧ dθ sϕdϕ ∧ dθ 0

⎤⎥⎦沿着 δrm1 移动时，m1 保持不变
沿 rsϕδθm3 移动时，m1 将产生沿着 m3 方向的变化：δm1 = sϕδθm3

沿 rδϕm2 移动时，m1 将产生沿着 m2 方向的变化：δm1 = δϕm2

总计以上，我们就能得到结论：



(⋆) 曲面的 6 个基本形式方程
我们现在要把嘉当的标架场放到曲面上，看看能得到什么。给定曲面 S，它的法向量
为 n，那么我们选择 m3 = n，那么 m1,m2 自然成为了曲面内向量 v 的一组基底。那
么我们先来看形状导数（法向量 n 沿着向量 v 的变化）：

因此我们用联络矩阵中的元素表示了形状导数，形状导数的矩阵显然就是：

[S] = [ ]

我们之前所说的外在曲率就是球面映射的面积扩展因子，也就是：

Kext = det[S] = ω13(m1)ω23(m1) − ω13(m2)ω23(m2) = (ω13 ∧ ω23)(m1,m2)

现在，对偶于标架场的协变基底的作用就是给出切向量 v 在标架场中的坐标：
θi(v) = v ⋅ mi，注意任意切向量 v 在 m3 上的坐标都为 0.

我们现在要说明，1-形式和 2-形式的基底分解也具有唯一性，也就是说，此时曲面上
的 1-形式可以唯一地分解为：

ϕ = ϕ(m1)θ1 + ϕ(m2)θ2

曲面上的 2-形式则可以被唯一分解为：

Ψ = Ψ(m1,m2)A = Ψ(m1,m2)θ1 ∧ θ2

那么我们有：

ω13 ∧ ω23 = (ω13 ∧ ω23)(m1,m2)θ1 ∧ θ2 = Kextθ
1 ∧ θ2

ω12 = dϕ

其余的两个元素也可以通过类似的分析得到：

ω13 = sϕdθ,  ω23 = cϕdϕ

S(v) = −∇vn

= −∇vm3

= −[∇vm3 ⋅ m1]m1 − [∇v,3 ⋅m2]m2

= ω13(v)m1 + ω23(v)m2

ω13(m1) ω13(m2)

ω23(m1) ω23(m2)



这样，我们将标架场依附在曲面上之后，再次利用嘉当的第一结构方程和第二结构方
程，就得到了关于曲面的六个基本方程（这些方程都可以依赖嘉当的两个结构方程计
算得到）：

(⋆) 曲面的基本方程能做些什么？
刚才，我们一下子扔下了六个方程（而且，我们在讲解如何将坐标系“依附”在曲面上
时是使用逆变基描述的，而这六个方程都在描述协变基和联络），现在我们一定要
问：这些方程会如何帮助我们理解曲面？

第 3 个方程和第 (5, 6) 个方程
首先我们将第 3 个方程应用到曲面切平面的基向量上：

因此，这实际上意味着形状导数矩阵 S 是一个对称矩阵（这个方程被称为对称性方
程）！我们早已知道 S 的本征矢量是正交的，因此这在意料之内。这些本征矢量就是
取得最大、最小法曲率 κ1,κ2 的方向！

我们现在可以将标架场的 m1,m2 与这些方向对齐，使得：

[S] = [ ] = [ ]

将现在的 ω13,ω23 的形式代入第 5 个基本方程，我们立刻得到：

d(κ1θ1) = ω12 ∧ κ2θ
2 ⇒ dκ1 ∧ θ1 + κ1dθ1 = κ2ω12 ∧ θ2

再利用第 1 个基本方程，我们得到：

dκ1 ∧ θ1 + κ1ω12 ∧ θ2 = κ2ω12 ∧ θ2 ⇒ dκ1 ∧ θ1 = (κ2 − κ1)ω12 ∧ θ2

dθ1 = ω12 ∧ θ2

dθ2 = ω21 ∧ θ1

ω31 ∧ θ1 + ω32 ∧ θ2 = 0

dω12 = ω13 ∧ ω32

dω13 = ω12 ∧ ω23

dω23 = ω21 ∧ ω13

0 = [ω31 ∧ θ1 + ω32 ∧ θ2](m1,m2)

= ω31(m1)θ1(m2) − ω31(m2)θ1(m1) + ω32(m1)θ2(m2) − ω32(m2)θ2(m1)

= ω32(m1) − ω31(m2)

ω13(m1) ω13(m2)

ω23(m1) ω23(m2)

κ1 0

0 κ2



将方程两端作用在 (m1,m2) 上，就得到了：

∇m2κ1 = (κ1 − κ2)ω12(m1) ∇m1κ1 = (κ1 − κ2)ω12(m2)

它的几何意义是：当我们与某个主方向成直角运动时，主曲率的变化率正比于两个主
曲率之差和主方向旋转速率的乘积。

第 4 个方程
第四个方程被称为高斯方程，它掌握了内蕴曲率与外在曲率联系的关键，这是因为它
可以被重写为：

dω12 = −Kextθ
1 ∧ θ2

例如我们在球面上计算 dω12 = −
1

R2
θ1 ∧ θ2，我们立刻得到球面上的外在曲率。

度量曲率公式和高斯绝妙定理的证明
我们首先说明：ω12 = −ω21 是唯一满足第 (1, 2) 这两个方程的 1-形式。证明方案很简
单，直接将这两个 2-形式作用在基向量 (m1,m2) 上，立刻得到：

ω12(m1) = dθ1(m1,m2) ω12(m2) = dθ2(m1,m2)

利用一个 1-形式在一组基底下分解的唯一性立刻得到 ω12 是唯一的。现在我们开始证
明曲率度量公式。从一般情形下的度量公式（此时，我们已经将“网格”选在了两个正
交的方向上）：

ds2 = (Adu)2 + (Bdv)2

可以推导出一组协变基底：

θ1 = Adu θ2 = Bdv

面积 2-形式是：

A = θ1 ∧ θ2 = ABdu ∧ dv

我们计算这一组协变基的外导数：

dθ1 = dA ∧ du = ∂vAdv ∧ du = −
∂vA

B
du ∧ θ2



同理我们也有：

dθ2 = −
∂uB

A
dv ∧ θ1

将其与方程 1 比较，我们立刻看到 ω12 的一个可能的解是：

ω12 = −
∂vA

B
du +

∂uB

A
dv

对它再求外导数：

dω12 =
1

AB
(∂v(

∂vA

B
) + ∂u(

∂uB

A
))θ1 ∧ θ2

将其与高斯方程（方程 4）对比，我们也就得到了：

Kext = −
1

AB
(∂v(

∂vA

B
) + ∂u(

∂uB

A
))

这里左侧的曲率是外在定义的，而右侧的式子却是完全内蕴的！这正是对高斯绝妙定
理的一个证明。

一个新的曲率公式
为了简便，现在我们将 ω12 写成：

ω12 = f1θ
1 + f2θ

2 f1 = dθ1(m1,m2),  f2 = dθ2(m1,m2)

将 2-形式 dω12 直接作用在基向量对 (m1,m2)，那么我们就得到了另一个曲率公式：

希尔伯特引理
希尔伯特证明了如果在曲面上的一点 p 具有以下三个性质，那么曲面在 p 点处的曲率
不可能是正的：

K = −dω12(m1,m2)

= −[df1 ∧ θ1 + f1dθ1 + df2 ∧ θ2 + f2dθ2](m1,m2)

= df1(m2) − df2(m1) − f 2
1 − f 2

2

= ∇m2f1 − ∇m1f2 − f 2
1 − f 2

2

κ1 在 p 处取到局部极大值
κ2 在 p 处取到局部最小值



利布曼的刚性球面定理

显然，如果曲面具有常正曲率 K 的曲面的内蕴几何度量一定与半径为 1

√K
 的球面一

致。但是，这个面不一定是球面！图示的两种面都显示了这一点，或者我们也可以尝
试将一个乒乓球切一半，然后压一压，也能发现这一点。但是，一个结论是：嵌入 R3

的常曲率封闭曲面只能是一个球面，换言之，一个完整的球面是刚性的，它不能被变
形成任意的形状。

κ1(p) > κ2(p)

我们来证明一下：由 κ1,κ2 取极值的一阶条件得到：

∇m2κ1 = ∇m1κ2 = 0

再利用二阶条件：

∇m2∇m2κ1 ≤ 0,  ∇m1∇m1κ2 ≥ 0

利用我们在上面得到的结论，有：

ω12(m1) = ω12(m2) = 0

这样，我们刚才推出的新曲率公式就被简化为：

K = ∇m2 [ω12(m1)] − ∇m1 [ω12(m2)]

对着我们之前得出的 ∇m2
κ1 的结果再求导，得到：

∇m2∇m1κ1 = [∇m2(κ1 − κ2)]ω12(m1) + (κ1 − κ2)∇m2 [ω12(m1)] = (κ1 − κ2)∇m2 [ω12(m

由于 κ1 − κ2 > 0，立刻得到：

∇m2 [ω12(m1)] ≤ 0

以同样的逻辑得到：

∇m1 [ω12(m2)] ≥ 0

代入上面简化过的新曲率公式，就完成了证明。



假设我们考虑的封闭曲面是 S，曲率在 S 上是处处为正的常数，假设 κ1 不是常数，那
么它必然在封闭曲面上达到一个最大值，而 κ2 就在这一点处达到最小值，这意味着在
这一点上不能有 κ1 > κ2，因此我们有 κmax

1 ≤ κmin
2  ，而根据我们的定义，我们默认

κ1 geκ2。 因此很容易知道我们应当有 κmax
1 = κmin

1 = κmax
2 = κmin

2 ，这意味着在每一点
上都有 κ1 = κ2，于是这只能是个球面！

(⋆)n 维流形上的曲率 2-形式
刚才，我们所有的研究都发生在平坦的 R3 中，我们现在要说明嘉当的第二结构方程
就像是“三角形的内角和是 π”一样，只在平坦空间中成立。而在弯曲的 n 维流形中，
空间的弯曲由方程两侧的差值来刻画：

[Ω] = d[ω] − [ω] ∧ [ω]

其中 [Ω] 称为曲率矩阵，其每个元素都是一个 2-形式：

Ωij = dωij −∑
k

ωik ∧ ωkj

我们要说明这些曲率 2-形式含有和黎曼曲率张量相同的信息。我们在这里重复黎曼曲
率张量的定义：

R(u, v;w) = R(u, v)w = {[∇u, ∇v] − ∇[u,v]}w

我们之前实际上从未推导任何直接计算黎曼曲率张量的公式，而现在，我们将给出：

Ωij = Rijklθ
k ∧ θl



要想得到这个式子，我们需要将外微分 d 的作用范围推广到形式之外，不过在此之前
我们先来改写一下之前用过的符号：

∇vmj = ∑
i

ωji(v)mi = ∑
i

ωi
j(v)mi = ωi

j(v)mi

这样的写法使得我们恢复了爱因斯坦求和记号。我们也能再次从中看到 ωji 的几何意
义（我们将向量 j 向其他三个方向上的变化求和起来）
现在我们推广外导数 d，定义它对标架场 mj 的作用：

dmj(v) = ∇vmj = ωi
j(v)mi

也就是沿着向量 j 移动时，标架场的一个向量 mj 变化了多少，它接受一个向量，输
出一个向量，可以看作三个 1-形式排列成一个向量。
我们将推广后的记号 d 应用到一般的向量场 w = wjmj 上：

dw = d[wjmj] = [dwj]mj + wj
dmj = mi(dwi + ωi

jwj)

现在，我们再将 d 作用一次，我们可以发现，最初的性质 d2 = 0 此时不再存在：

中间的 Ωi
j 就是曲率 2-形式。注意我们现在算出的 Ωi

j 和之前定义的 Ωij 之间差了一个
负号，这使得两个结构方程中都有符号变化：

[Ωi
j] = d[ω] + [ω] ∧ [ω]

以及：

dθi = −ωi
j ∧ θj

再考虑我们最初对 1-形式的外导数的定义：

dϕ(u, v) = ∇uϕ(v) − ∇vϕ(u) − ϕ([u, v])

在上式中，使用 dw(v) = ∇vw 来代替 ϕ，有：

d
2w(u, v) = ∇udw(v) − ∇vdw(u) − dw([u, v]) = R(u, v)w

d
2w = dmk ∧ (dwk + ωk

jw
j) + mi(d

2wi + wj
dωi

j − ωi
j ∧ dwj)

= ωi
kmi ∧ (dwk + ωk

iw
i) + mi(w

j
dωi

j − ωi
k ∧ dwk)

= mi(dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j )wj

= miΩ
i
jw

j



通过对比这个式子输出的向量与上面推出的另一个 d2w 输出的向量的各个分量，我们
就得到了：

−Ri
jklθ

k ∧ θl = Ωi
j = dωi

j + ωi
m ∧ ωm

j

现在，我们可以推导（广义的）比安基恒等式。考虑对 θi 求二阶外导数，有：

写成更紧凑的形式，我们就得到了：

[Ω] ∧ [θ] = 0

对于另一个恒等式，只需要将 d2 作用在联络 1-形式上即可：

于是我们又得到一个恒等式：

d[Ω] = [Ω] ∧ [ω] − [ω] ∧ [Ω]

施瓦西解的曲率
我们来看看之前的施瓦西度规：

ds2 = −(1 −
2GM

r
)dt2 +

1

1 −
2GM

r

dr2 + r2(dϕ2 + sin2 ϕdθ2)

它是爱因斯坦真空场方程：

Ricciik = 0

的一个解。为了简化数学，我们定义：

0 = −ddθi

= d(ωi
j ∧ θj)

= dωi
j ∧ θj − ωi

k ∧ dθk

= (dωi
j + ωi

k ∧ ωk
j ) ∧ θj

= Ωi
j ∧ θj

0 = −ddωi
j

= d(Ωi
j − ωi

k ∧ ωk
j )

= dΩi
j − dωi

k ∧ ωk
j + ωi

k ∧ dωk
j

= dΩi
j − d(Ωi

k − ωi
m ∧ ωm

k ) ∧ ωk
j + ωi

k ∧ (Ωk
j − ωk

m ∧ ωm
j )

= dΩi
j − Ωi

k ∧ ωk
j + ωi

k ∧ Ωk
j



f(r) = 1 −
2GM

r

施瓦西度规可以写成：

g = −θt ⊗ θt + θr ⊗ θr + θϕ ⊗ θϕ + θθ ⊗ θθ

其中：

θt = √fdt θr =
1

√f
dr θϕ = rdϕ θθ = r sinϕdθ

计算嘉当第一结构方程中的各个项，这里其实就是计算各个 1-形式的外导数，我们略
去具体计算过程，直接给出结果：

我们可以进一步简化地给出 [ω] 的各个元素，这里，我们直接采用一种不严谨的取
法：

ωt
r =

f ′

2√f
θt ωϕ

r =
√f

f
θϕ ωθ

r =
√f

r
θθ ωθϕ =

cot θ

r
θθ

接下来计算曲率 2-形式，这个计算也是繁琐而简单的，因此我们直接将结果写在这
里。现在我们只有 6 个曲率 2-形式：

Ωt
r = −

f ′′

2
θt ∧ θr Ωt

ϕ = −
f ′

2r
θt ∧ θϕ Ωt

θ = −
f ′

2r
θt ∧ θθ

Ωϕ
r = −

f ′

2r
θϕ ∧ θr Ωθ

r = −
f ′

2r
θθ ∧ θr Ωθ

ϕ = [ 1 − f

r2
]θθ ∧ θϕ

根据 Ωi
j = Ri

jlk
θk ∧ θl，我们可以解出黎曼张量的部分分量：

Rt
rrt = +

2GM

r3
Rt

ϕϕt = Rt
θθt = R

ϕ

rrϕ
= Rθ

rrθ = −
GM

r3
Rθ

ϕϕθ =
2GM

r3

ωt
m ∧ θm =

f ′

2√f
θt ∧ θr

ωr
m ∧ θm = 0

ωϕ
m ∧ θm =

√f

r
θϕ ∧ θr

ωθ
m ∧ θm =

√f

r
θθ ∧ θr +

cotϕ

r
θθ ∧ θϕ



显然，就算里奇张量为 0，黎曼曲率张量也不为 0. 通过计算 Riccitt 等四个分量，我
们可以验证这个度规确实满足爱因斯坦场方程。
实际上，我们还可以从爱因斯坦场方程直接推出 f(r) 的形式：

Ricciϕϕ = Ricciθθ = 0 ⇒
df

dr
=

1 − f

r
⇒ f(r) = 1 −

C

r

此时：

Riccitt = Riccirr =
f ′′

2
+

f ′

r
= 0

是自动满足的。

至此，我们的五幕数学正剧就完全结束了！


