
Chapter 37：微分形式的积分学
#DifferentialGeometry

1-形式的线积分
流体沿着定向曲线 K 的环流量，或者粒子沿着曲线 K 运动时，外力场所做的功为：

Ck(ϕ) = ∫
K

ϕ ⋅ dr

我们显然可以使用形式的语言来重写这个式子，令 ϕ 是与力场相关的 1-形式，我们
有：

ϕ(dr) = ϕ ⋅ dr = ϕKds

注意：这里的 dr, ds 只是一般的向量微元和长度微元，而不是 1-形式。这样，我们可
以给出 1-形式的线积分的定义：

∫
K

ϕ = ∫
K

ϕ(dr) = ∫
K

ϕKds

此外，假设积分与路径无关，显然我们有：

∫
L

ϕ = ∫
K1−K2

ϕ = ∫
K1

ϕ − ∫
K2

ϕ = 0

––

–



反过来也是一样的。因此路径的无关性与环路上的积分为 0 可以互相推出。特别地，
如果 ϕ 是恰当的，也就是说存在 f 使得 ϕ = df，那么：

ϕ(δr) = df(δr) = δf

因此：

∫
K

ϕ = ∫
K

df = f(b) − f(a)

我们有 ϕ = ∇f，这里的 ϕ 是力场，而 f 就是势能。

外导数是一个积分
在一般的微积分中，显然导数和积分互为逆运算。不过我们马上就会看到：外微分是
在闭环曲线或者封闭曲面上的积分，而不是积分的逆。
我们先考虑 1-形式的外导数：设 Π(ϵu, ϵv) 为一个平行四边形的有向边界，我们考虑一
个 1-形式 ϕ 环绕 Π 的积分：

Ω(ϵu, ϵv) = ∮
Π

ϕ

接下来我们要证明这个东西是 ϕ 的外导数：

Ω(ϵu, ϵv) = dϕ(ϵu, ϵv)

因此，我们只要将 1-形式沿着任意的平行四边形积分一圈，就得到了它的外导数！显
然，我们希望使用不变的向量场 u, v，这样平行四边形自然是封闭的，u, v 之间的对易
子也是 0。但是注意：在计算这个积分的时候，我们不能从每个边上随意取一个点，
然后使用黎曼和来计算这个结果——因为本来我们期望得到的结果就是 ϵ2 量级的，我
们这样随意取点又会引入 ϵ2 量级的误差。因此，我们选择每条边的中点来完成这个黎
曼和的计算。我们设 a, b, c, d 分别为四条边的终点，那么我们有：

它的物理意义是：如果某种流体以速度 ϕ 流动，那么它绕着一个小四边形的环流是 ϕ
绕着小四边形的积分，也是通量 2-形式 dϕ 作用于小四边形两边所得的值。我们知
道，对一个 1-形式求外导数相当于得到某个矢量场的旋度，那么我们有：

––

Ω(ϵu, ϵv) = ϕa(ϵu) + ϕb(ϵv) + ϕc(−ϵu) + ϕd(−ϵv)

= [ϕb(ϵv) − ϕd(ϵv)] − [ϕc(ϵv) − ϕa(ϵv)]

= ∇ϵuϕ(ϵv) − ∇ϵvϕ(ϵu)

= dϕ(ϵu, ϵv)

––



∫
Π(ϵu,ϵv)

ϕ = dϕ(ϵu, ϵv) = (∇ × ϕ) ⋅ n̂δA

如果我们选择了一般的 u, v 呢？此时，2-形式的表达式变成

dϕ(u, v) = ∇uϕ(v) − ∇vϕ(u) − ϕ([u, v])

实际上，此时的平行四边形不再封闭，为了使得其封闭，我们必须额外补上一条短边
积分 Ω 在这条短边上额外获得了贡献。（之前在定义黎曼曲率张量时，我们已讨论过
这一点！）

接着我们可以看一下 2-形式的外导数。设 Π(ϵu, ϵv, ϵw) 是按照右手定则形成的小平行
六面体的表面，我们考虑一个 2-形式 Ψ 在有向二维边界 Π 上的积分：

Ω(ϵu, ϵv, ϵw) = ∬
Π

Ψ

根据我们之前的定义，显然我们要做的是将 2-形式 Ψ 应用到一个一个小面元上，在将
所得的值累加起来，用经典微积分的语言来说，就是：

Ω(Π) = ∬
Π

Ψ ⋅ n̂dA–



从如图所示的几何直观中很容易知道：从左、右这一对端面流出的流量是 [∂1Ψ1]V，
因此，从这个“盒子”内流出的总流量自然是

[∂1Ψ1 + ∂2Ψ2 + ∂3Ψ3]V = (∇ ⋅ Ψ)V

这显然是 Ψ 的外导数！

(⋆) 外微积分的基本定理：广义斯托克斯定理
我们接下来介绍本节中最重要的定理。我们会先应用它得到经典微积分中的一些重要
结论，再给出证明。设我们有一个 p + 1 维的定向紧区域 R，将其 p 维边界记为 ∂R，
ϕ 是一个 p -形式，那么我们有：

∫
R

dϕ = ∫
∂R

ϕ

我们先举出一些人畜无害的小例子吧。现在给出 R2 中的区域 R，设其面积为 A(R)，
我们考虑 1-形式 xdy 顺时针绕其边界的积分。

–



从经典微积分的角度，我们可以被夹在高度 (y, y + δy) 之间的一条微元，点在运动过
程中会先划过右侧，再划过左侧。因此，点划过这个条带的两侧时带来的贡献是：

(xdy)(δr1) + (xdy)(δr2) = (x1 − x2)δy = δA

因此积分的结果应该是这个区域的面积。这可以通过外微分基本定理一眼看出来：

∮
∂R

xdy = ∬
R

d(xdy) = ∬
R

dx ∧ dy = A(R)

我们现在看一下 d2Φ = 0 的含义，使用两次基本定理：

0 = ∫
R

d2Φ = ∫
∂R

dΦ = ∫
∂(∂R)

Φ

这里的 Φ,R 都是任意的，因此这个结果似乎从几何上告诉我们：边界的边界是 0. 这
可以通过下图这个平行六面体的例子来理解：每条边界被正向走过一次，又反向走过
一次：

接下来，我们要说明外微积分基本定理包含了所有经典向量微积分的定理。首先取
Φ = f 为 0-形式，那么 dΦ = df 是 1-形式，R 是一维的曲线 K，而 ∂R 则是曲线 K
的端点。因此此时我们有：

∫
k

df = f(b) − f(a) ⇒ ∫
K

(∇f) ⋅ dr = f(b) − f(a)

这是经典微积分中的牛顿-莱布尼兹公式。



再取 Φ = ϕ 为 1-形式，则 dΦ 为向量场 ∇ × ϕ 对应的通量 2-形式，R 是二维可定向
曲面，∂R 是其一维边界。将 1-形式写为：

ϕ = ϕxdx + ϕydy ⇒ dϕ = (∂xϕy − ∂yϕx)A

那么可以写出：

∮
∂R

ϕxdx + ϕydy = ∬
R

(∂xϕy − ∂yϕx)dxdy

这是格林公式。对于更加一般的情况，我们将其推广到空间中，取 R 为三维空间中的
二维曲面，我们就得到了：

∮
∂R

ϕ ⋅ dr = ∮
∂R

ϕ = ∬
R

dϕ = ∬
R

(∇ × ϕ) ⋅ n̂ ⋅ dA

这是所谓斯托克斯公式。
最后，如果我们将 Φ = Ψ 取为 2-形式，dΨ = (∇ ⋅ Ψ)V 。那么此时的 R 是一个有向
体积 V，边界 ∂R 是一个二维可定向曲面。于是我们就得到了所谓的高斯公式：

∬
R

(∇ ⋅ Ψ)dV = ∬
∂R

Ψ ⋅ n̂ ⋅ dA

现在，我们将针对二维的特殊情形证明外微积分基本定理。

如图，很容易发现：假如我们有一个 1-形式，那么下式成立：

∮
∂R

ϕ = ∑
R内部的单元格

∮
∂(单元格)

ϕ = ∑
R内部的单元格

dϕ(ϵu, ϵv) ⇒ ∮
∂R

= ∬
R

dϕ

–

––

–

––



这样我们就完成了这个特殊情形下的证明。这种手段在数学分析中被用于证明格林公
式、斯托克斯定理和高斯定理。

之前我们说过，一个解析的复变函数满足：

d(fdz) = 0

那么我们可以立刻得到解析函数满足的柯西定理：

∮
∂R

fdz = ∬
R

d(fdz) = 0

就算我们研究的函数不是解析的，这种方法也可以用于计算某些积分的值，例如取
f(z) = z̄：

∮
∂R

z̄dz = ∬
R

d(z̄dz) = 2i∬
R

A = 2iA(R)

除此之外，我们还可以得到所谓庞加莱引理。这里我们只处理一个简单的情形，即 1-
形式的庞加莱引理。设 ϕ 在 Rn 的单连通区域上是闭的，我们要证明 ϕ 也是恰当的。
我们构造势能：

f(p) = ∫
p

o

ϕ

其中 o 是势能零点。如图，设 p1, p2 是临近的两个点，连接它们的短向量是 ϵv，那么
两点间的势能差是

δf = df(ϵv) = ∫
−K1+K2

ϕ = ∫
ϵv

ϕ = ϕ(ϵv)



从而我们就得到了 ϕ = df。

德拉姆上同调简介
前面的庞加莱引理指出：在单连通区域上，一个微分形式是闭的等价于它是恰当的。
但若区域 R 不是单连通的，那么这一结论基于不成立。在非单连通区域上，研究那些
是闭的但是不是恰当的微分形式可以得到关于 R 的详细拓扑信息。

我们首先从闭的但不是恰当的 1-形式开始，构建德拉姆上同调群 H 1(R)。为此，我们
关注一个特殊的二维涡旋向量场。



在 R2 的极坐标系下，考虑以原点为中心的逆时针涡旋，其流速为：

|ϕ| =
q

2πr

我们将长度为 r 的半径向量旋转 
π

2
 后得到对应的涡流的方向向量。为了使得涡旋 1-

形式沿着圆周的积分与半径无关，我们选择涡旋 1-形式为：

ϕ =
q

2πr2
[−ydx + xdy]

此时有：

C = ∮
Kr

ϕ = q

这说明 ϕ 绝对不可能是恰当的，然而我们却能证明它是闭的：

–

( 2π

q
)dϕ = −

1

r4
(dr2) ∧ [−ydx + xdy] + 2

1

r2
dx ∧ dy

= −
1

r4
2(xdx + ydy) ∧ [−ydx + xdy] + 2

1

r2
dx ∧ dy

= −
1

r4
2(x2 + y2)dx ∧ dy + 2

1

r2
dx ∧ dy

= 0



我们可以来看看涡旋 1-形式的几何意义：

从图中可以明显看出：

1

2
(−yδx + xδy) = δA =

1

2
r(rδθ)

于是我们有：

ϕ =
q

2π
dθ ⇒ dϕ =

q

2π
d2θ = 0

这就怪了！我们目前明明处在单连通区域上啊！解决这个问题的方式相当微妙 ： 这是
由于 θ 的多值性—— 对于给定的一个点，θ 可以有无数多个值，因此，θ 甚至不是坐
标的函数！我们可以在 S 上定义一个单值角函数，这时确实有:

∮
L

q

2π
dθ = 0



（其实这个例子还有一个很简单的解释，虽然 R2 是单连通的，但是 R2 −原点 却不是
单连通的，一个回路无法穿过原点，连续变形，直至收缩到一点。）但是，如果我们
在有孔的平面上这样做，我们将立刻遇到麻烦—— θ 不是连续的，更不是可微的！

我们之前看到 C = ∮
Kr

ϕ 与 Kr 的大小无关，这实际可以被进一步推广：如果我们将圆
周逐渐变形成任意的形状，只要在变形过程中不跨过任何奇点（这里当然就是原点
啦），积分的值都不会改变。换言之，在包含涡旋奇点的回路上，闭 1-形式都有相同
的环量 q，而在不包含奇点的会路上环量为 0。注意：这个结论不止对我们刚刚构造的
涡旋 1-形式有用，它对于任何闭 1-形式都是有用的！我们可以将其换一种表述方法：
在环路连续变形的情况下，一个闭 1-形式沿着环路的环量（称为“德拉姆周期”）是不
变的。考虑到这个环量只与环路围绕的奇点有关，因此我们可以认为每个奇点拥有一
个内禀的属性，这个属性就是我们所说的“留数”。

现在我们回到所谓第一德拉姆上同调群 H 1(R2 −原点)，群中的元素是 1-形式的等价
类：如果两个 1-形式在绕所有环路时具有相同的环量，则我们认为它们之间存在等价
关系。用术语来说，我们称这两个 1-形式是上同调的。
显然，如果两个 1-形式 ~

ϕ 和 ϕ 是等价的，这意味着：

∃f,
~
ϕ − ϕ = df

每个等价类（称为“上同调类”）都按照环量 C（称为上同调类的“周期”）来定义。显
然，如果我们取该群的两个不同元素相加，必然有：



C(ϕ1 + ϕ2) = C(ϕ1) + C(ϕ2)

因此，我们可以说群 H 1(R2 −原点) 同构于实周期加法群 R。

接下来可以考虑 R3 中的 1-形式。注意到 R3 −原点 是单连通的（即使从 R3 中挖去原
点，我们仍然能将一个回路连续地收缩到一点），因此 R3 −原点 中的闭 1-形式也是
恰当 1-形式。而 R3 − z轴 的情况则与 R2 −原点 的情况类似。

接下来我们要讨论与 2 -形式相关的第二德拉姆上同调群，我们先定义一个在 R3 中有
奇点的向量场，令：

r̂ =
1

r
→r r = √x2 + y2 + z2

我们要定义的向量场是：

Ψ =
q

4π

r̂

r2

这可以看作流体以匀速被泵入原点的流速场，也可以被看作点电荷的电场或者质点的
引力场。我们可以先考虑与这个向量场相关的 1-形式：

ψ =
q

4πr3
(xdx + ydy + zdz)

此时，沿着环路的积分就是引力或静电力做功！那么显然有 WJ = ∫
J

Ψ = 0，因此 Ψ
是闭的，又容易证明 Ψ 是恰当的，对应的 0-形式势能：

f = −
q

4πr

这验证了我们对 R3 −原点 区域上 H 1(R) 的研究——没有什么特殊的。

接着我们开始研究与这个矢量场相关的通量 2-形式：

Ψ =
q

4π

1

r3
(xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy)

由于：

Ω = ∬
S

Ψ = q

Ψ 显然不是恰当的，但是我们可以证明它是闭的：

–



如图，很容易证明：在曲面连续变性的情况下，一个闭 2-形式从二维闭曲面流出的通
量（称为“周期”）是不变的。这样，H 2(R3 −原点) 也与 R 同构。

最后，我们来看环面上的第一上同调群。

( 4π

q
)dΨ =

3

r3
V −

3

r4
dr ∧ (xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy)

=
3

r3
[V −

1

r2
(x2 + y2 + z2)V]

= 0



如图，我们在环面上放置两种流 λ,σ，假设两种流都是闭的，它们的流线 L1,L2 显然
在拓扑上不等价。另外，λ,σ 都是不恰当的，这是因为：

ω1(λ) = ∫
L1

λ ≠ 0,  ω2(λ) = ∫
L2

λ = 0ω1(σ) = ∫
L1

σ = 0,  ω2(σ) = ∫
L1

σ ≠ 0

现在考虑一个更一般的向量场 ϕ = aλ + bσ，显然它是闭的，但不是恰当的，而且它有
两个独立的周期 ω1(ϕ),ω2(ϕ)。环面上闭 1-形式的等价类正是由这两个独立的拓扑周
期确定！容易发现，H 1(环面) 是同构于 R2 的。

因此，德拉姆上同调群用于研究非单连通区域中的闭 p -形式来获得这个区域拓扑结构
的信息。其中装的是 p -形式的等价类。

––


