
Chapter 36：微分形式的微分学
#DifferentialGeometry

1-形式的外导数
我们将函数 f 视作 0-形式，当外导数算子 d 作用于 f 上时，它就产生了 1-形式 df，
它的意义是 f 在每一个可能的方向上变化得多快：

df(u) = ∇uf

因此，我们必须推广外导数 d 的定义，使之作用在 p -形式 Ψ 上的时候会得到 (p + 1)

-形式 dΨ。并且正如 1-形式给出了 f 在某一个方向（输入向量方向）的变化率一样，
p + 1 形式要给出 Ψ 在 p + 1 个方向上的变化率。
我们从最简单的情形开始：如何将外导数算子作用在 1-形式上？外导数一定是某种变
化率，为了使得这种变化率有意义，我们首先需要一个 1-形式场 ϕ，同时有一个向量
场 (u, v)。现在，我们想知道 ϕ 沿着 u 的变化率，但是我们又不能直接把 ϕ 对着 u 求
导（我们根本不知道这是个啥东西！）我们只能退而求其次（事实上，这是我们唯一
的选择）——考虑 ϕ(v) 沿着 u 的变化率 ∇uϕ(v)，这个东西至少接受两个向量输出一
个数，但是它不是反对称的。我们会尝试将其变成反对称的：∇uϕ(v) − ∇vϕ(u)。但是
现在仍然存在一个问题：ϕ(v) 的变化不仅取决于 ϕ 的变化，还取决于 v 的变化。因
此，我们必须搞清楚 u, v 对上面的式子产生了什么影响，并且把这些影响完全消除！
考虑一下：

其中 [u, v] 是之前提到的对易子。在第二项中包含对 u, v 的导数，而第一项中却没有！
因此，我们把第二项扔掉，取以下式子来定义外导数作用在 1-形式上的结果：

dϕ(u, v) = ∇uϕ(v) − ∇vϕ(u) − ϕ([u, v])

但是这个式子形式复杂、含义模糊。要使得其简洁，我们需要移除其中的向量。我们
将在笛卡尔基底下书写上面的公式。此外，我们简单地选择向量场 (u, v) 使得不变
的，以使得对易子为 0。

∇uϕ(v) − ∇vϕ(u) = ∇u(ϕ ⋅ v) − ∇v(ϕ ⋅ u)

= [v ⋅ ∇uϕ − u ⋅ ∇vϕ] + ϕ([u, v])
––

––



因此，记 ϕ = ϕidx
i，我们有：

dϕ = ∂iϕj(dxi ∧ dxj)

由于 df = ∂ifdxi，我们显然可以得到一个更简洁的形式：

d(ϕ) = d(ϕjdx
i) = dϕj ∧ dxj

p -形式的外导数及其莱布尼兹法则
这个结果很容易被推广到 p 形式的外导数上:

dΦ = d(Φi1,⋯,ipdx
i1 ∧ ⋯ ∧ dxip) = dΦi1,⋯,ip ∧ dxi1 ∧ ⋯ ∧ dxip

接下来我们看一下外导数运算的莱布尼兹法则。不难验证，假如 Ψ 是一个微分形式，
f 是个函数，那么有：

d(fΨ) = (df) ∧ Ψ + fdΨ

但是对于 Φ 是 deg Φ 形式的时候，莱布尼兹法则的推广不是那么明显：

d(Φ ∧ Ψ) = (dΦ) ∧ Ψ + (−1)deg ΦΦ ∧ (dΨ)

我们证明一个简单的情况，之后将其推广：

注意这里面 dΨjk 的移动，我们要将其移动到所有与 Φ 有关的部分之后，这就是那个
神秘的指数出现的原因。

闭形式和恰当形式
我们现在考虑让 d 算子两次作用在同一个微分形式上，我们就来算最简单的一个：

dϕ(u, v) = ∇uϕ(v) − ∇vϕ(u)

= ui∂i(v
jϕj) − vi∂i(u

jϕj)

= ∂iϕj[dx
i(u)dxj(v) − dxj(u)dxi(v)]

= ∂iϕj(dxi ∧ dxj)(u, v)

d(ϕ ∧ Ψ) = d([ϕdxi] ∧ [Ψjkdxj ∧ dxk])

= (Ψjkdϕi + ϕidΨjk) ∧ dxi ∧ dxj ∧ dxk

= (dϕ) ∧ Ψ + (ϕidΨjk) ∧ dxi ∧ dxj ∧ dxk

= (dϕ) ∧ Ψ − (ϕi ∧ dxi) ∧ dΨjk ∧ dxj ∧ dxk

= (dϕ) ∧ Ψ − ϕ ∧ (dΨ)
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在推导过程中，我们默认了交换偏导数的顺序不会影响结果。使用类似的计算，以上
结果可以被推广至 p -形式：外导数算子作用两次的结果都为 0：

d
2 = 0

如果一个形式的外导数为 0，我们称这个形式是闭的：

dΥ = 0

如果某个 p -形式是某个 p − 1 形式的外导数，那么我们称这个 p -形式是恰当的：

∃Ψ, dΨ = Υ

若 Υ 是恰当的，那么我们将 Ψ 称为 Υ 的位势。Ψ 不是唯一的，因为假如我们取任意
p − 2 形式 Θ，我们都有：

Ψ →
~
Ψ = Ψ + dΘ Υ = d

~
Ψ

显然，恰当的形式都是闭的，那么闭形式是否都是恰当的？这需要庞加莱引理：若在
一个单连通区域内有 dΥ = 0，则存在 Ψ，使得 dΨ = 0。这里有一些关于某个形式是
否是闭的的小结论：

在复分析中，我们说一个函数是解析的，其直观意义是该函数是对复数的一个局部伸
缩、扭转。函数 f(z) = u + iv 解析的条件是：

i∂xf = ∂yf

写成分量形式就是所谓柯西-黎曼方程：

∂xu = ∂yv ∂xv = −∂yu

我们可以使用形式的语言重写这个方程。考虑如下 1-形式：

d
2ϕ = d[∂iϕj(dxi ∧ dxj)]

= d[∂iϕj] ∧ dxi ∧ dxj

= [∂k∂iϕj]dx
k ∧ dxi ∧ dxj

= 0

若 Υ 和 Φ 是闭的，那么 Υ ∧ Φ 也是闭的
如果 Υ 是闭的，那么对任意 Φ，Υ ∧ Φ 都是闭的
如果 deg Φ 是偶数，那么 Φ ∧ dΦ 是闭的



其中 A = dx ∧ dy 是面积 2-形式。因此，若 f(z) 解析，则 fdz 是闭的，也就是说
d(fdz) = 0。

用形式做向量运算
我们现在只考虑 R3 中的微分形式，因为只有在这里，一个 2-形式才“伪装”成一个向
量，两个 1-形式的楔积才“伪装”成两个向量的叉乘。
我们写出上面 1-形式的外导数的分量：

dϕ = ∂iϕi(dxi ∧ dxj) ⇒ ⇒ ∇ × ϕ = curlϕ = ×

因此，如果 dϕ = 0，或者说 ϕ 是闭的，就意味着向量场 ϕ 旋度为 0. 此时，我们可以
将闭形式 ϕ 描绘成保守场对应的向量，它的意义就是保守场沿路径做功。

接下来，我们还可以看看 2-形式的外导数：

dΨ = (∂1Ψ1 + ∂2Ψ2 + ∂3Ψ3)(dx1 ∧ dx2 ∧ dx3) = ⋅ V

那么我们就制造出了散度 （3-形式的分量）：

dΨ = (divΨ)V = (∇ ⋅ Ψ)V

从外微分的基本恒等式：

d
2 = 0

我们也可以拿到很多有趣的结论：将其作用在 0-形式（函数）f 上，得到：梯度无
旋：

∇ × ∇f = 0

将其作用在某个 10 形式上，得到：旋度无源：

∇ ⋅ (∇ × ϕ) = 0

d(fdz) = df ∧ dz

= (∂xfdx + ∂yfdy) ∧ (dx + idy)

= (i∂xf − ∂yf)A
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我们还可以使用这套语言推导许多矢量分析中的基本结论。考虑到一个基本的小结
论：

ϕ ∧ Ψ = (ϕ ⋅ Ψ)V

我们可以推出：

(∇ ⋅ [fΨ])V = d[fΨ] = (df) ∧ Ψ + fdΨ = [(∇f) ⋅ Ψ + f∇ ⋅ Ψ]V

其他恒等式可以使用类似方式推出。

高度统一的简洁美：麦克斯韦方程
最后，我们宣称我们要像电动力学中一样，将麦克斯韦方程统一成一个方程。我们先
从两个无源方程开始。我们使用如下的外导数记号将时间部分和空间部分分离：

df = dSf + dtf

考虑我们之前构造的法拉第电磁 2-形式 ：

F = ϵ ∧ dt + B

我们现在要求出它的外导数。一项一项地求（我们用 Q 表示通量 2-形式）：

因此我们有：

dF = (∇ ⋅ B)V + [(∇ ⋅ E + ∂tB)Q] ∧ dt = 0

也就是说法拉第 2-形式是闭的。换言之，存在一个 1-形式的位势 A 使得：

F = dA

在处理另外两个方程之前，我们保修引入一个四维时空中的 1-形式：

J = −ρdt + j

由于我们并没有引入霍奇对偶，因此我们不加证明地给出，对于另外两个方程，我们
将得到：

––

–––

d(ϵ ∧ dt) = dS(ϵ) ∧ dt

= (∇ × E)Q ∧ dt–

dB = dSB + dtB

= dSB + dt ∧ [∂tBx(dy ∧ dz) + ⋯]

= (∇ ⋅ B)V + dt ∧ ∂tB–

–––



d ⋆ F = 4π ⋆ J

因此微分形式可以大大简化麦克斯韦方程组的表达！


