
Chapter 34：2-形式
#DifferentialGeometry

我们现在引入 2-形式。2-形式是一个 (0, 2) 阶的反对称张量：

Ψ(v,u) = −Ψ(u, v)

自然地，p 形式是一个 (0, p) 阶的反对称张量，交换任意的两个输入向量的位置都会使
得其正负号发生改变。我们的目标是逐渐增加 p，使得我们逐渐了解微分形式的本
质。幸运的是，在 p = 3 时，我们几乎就可以揭示微分形式的全部性质了。

一个典型的例子是面积 2-形式。我们定义 A(u, v) 是以 u, v 为边的平行四边形的有向
面积，很容易证明它是一个张量，几何证明如下图：

楔积
我们之前说过，任意 (0, 2) 阶张量可以分解为一个对称张量和一个反对称张量之和。
那么我们有：

ϕ ⊗ ψ =
1

2
[ϕ ⊗ ψ + ψ ⊗ ϕ] +

1

2
[ϕ ⊗ ψ − ψ ⊗ ϕ]

第二部分这个反对称张量就算通过两个 10 形式产生 2-形式，它被称为楔积：

ϕ ∧ ψ = ϕ ⊗ ψ − ψ ⊗ ϕ

容易注意到楔积本身有反对称性：



ϕ ∧ ψ = −(ψ ∧ ϕ)

以及服从加法分配律：

ϕ ∧ (ψ + σ) = ϕ ∧ ψ + ϕ ∧ σ

通过取任意 u, v 进行分量计算， 很容易证明，面积 2-形式是 1-形式笛卡尔基的楔
积：

A = dx ∧ dy

我们接下来说一下楔积的几何意义：

之前我们已经提过，1-形式可以被可视化为一个平面族，那么我们现在有两个 1-形
式，我们可以构建一个从 R3 到 R2 的映射：

v ↦ F(v) = [ ]

将楔积 ϕ ∧ ψ 应用于 Rn 内的任意平行四边形时，它输出的实数代表着 F(v1),F(v2) 形
成的平行四边形的有向面积。证明很简单：

除了直角坐标之外，我们也可以推导极坐标中的 2-形式。我们可以通过直接的计算来
完成这个推导 （这个过程中，需要使用外导数的莱布尼兹法则来一步步展开式子）：

ϕ(v)

ψ(v)

(ϕ ∧ ψ) = ϕ(v1)ψ(v2) − ψ(v1)ϕ(v2)

= det [ ]

= A[F(v1),F(v2)]

ϕ(v1 ϕ(v2)

ψ(v1) ψ(v2)



基底 2-形式和投影
与 1-形式一样，所有 2-形式自然构成向量空间，因此我们可以寻找这个向量空间的基
底。我们要说明：所有 dxi ∧ dxj，其中 i < j 的 2-形式集合是所有 2-形式的一个基
底。

显然，根据基底的数量我们可以知道：Rn 中所有 2-形式的集合是 1

2
n(n − 1) 维的向

量空间。
例如，对于二维空间，如果 Ψ 是一般的二维张量，那么它的展开有四项，但是如果它
是一个 2-形式，那么它只有一项：

Ψ = Ψ12(dx ∧ dy) = Ψ12A

在三维空间中也是类似的。现在我们看一下这些基底的几何意义：设 P  是 R3 中的平
行四边形，Az 是 P  在 (x, y) 面上的正交投影，则 dx ∧ dy 作用于 P  的结果是 Az 的有

dx ∧ dy = d(r cos θ) ∧ d(r sin θ)

= [(dr) cos θ − r sin θdθ] ∧ [(dr) sin θ + r cos θdθ]

= cos2 θrdr ∧ dθ − sin2 θrdθ ∧ dr

= rdr ∧ dθ



向面积。

2-形式与 R3 中向量的联系：流量
为什么我们在大一学习数学分析时（或大二学习电动力学时），学到的矢量微积分
（场论初步）只能在三维空间中运算？一个观察是：只有在三维空间中，2-形式的分
量与向量的数量是相同的！

我们将三维空间中的 2-形式展开：

Ψ = Ψ1(dx2 ∧ dx3) + Ψ2(dx3 ∧ dx1) + Ψ3(dx1 ∧ dx2)

我们可以将三个分量写在一起：

Ψ =–

⎡⎢⎣Ψ1

Ψ2

Ψ3

⎤⎥⎦



但是注意，Ψ 中只是 2-形式的三个分量，它只是“伪装”成了一个矢量的样子！为了看
看为什么三维空间中的 2-形式会与一个矢量关联起来，我们现在引入通量的概念。设
有一种流体是以 Ψ 的速度流过全空间，而 v1, v2 两个矢量生成平行四边形 P，通量是
单位时间内穿过这个面的流体的体积。容易证明 Ψ(v1, v2) 正是通过 P  的通量：我们
记通过 P  的通量是 Φ(v1, v2)。如果我们构造沿着 z 轴的流场 Ψ = Ψ3e3，那么穿过 A3

的流量显然是 Ψ3A3，同时有相等的流量穿过 P。重复以上过程，我们就得到了：

Φ(v1) = Ψ1
A! + Ψ2

A2 + Ψ3
A3 = Ψ(v1, v2)

在可视化上，如果我们绘制单位时间内流过 P  的流体，那么会得到一个平行六面体，
而通量就是这个六面体的体积。

R
3 中向量积和楔积的关系

我们现在将 1-形式与向量联系起来。对于 1-形式：

ϕ = ϕ1dx1 + ϕ2dx2 + ϕ3dx3

我们将对应的向量表示为 ϕ = ，我们现在要说明向量的叉乘（矢量积）是三维空

间特有的：给定 ϕ 和 θ
–
，二者夹角 θ，我们定义 ϕ 和 θ

–
 的向量积指向垂直于两个因子

的方向，并且服从右手定则，长度则是两个因子张成的平行四边形的面积，我们要证

–

–

–

–

⎡⎢⎣ϕ1

ϕ2

ϕ3

⎤⎥⎦––



明它实际上对应于 1-形式的楔积。
为了说明这一点，我们定义一个 2-形式 Ψ = ϕ ∧ σ，那么我们要证明 Ψ = ϕ × σ。我们

记 n = ϕ × σ，那么计算楔积：

Ψ(n, ⋯) = ϕ(n)σ(⋯) − σ(n)ϕ(⋯) = 0

因此 Ψ 与 n 有相同的方向。考虑下面这个通量 2-形式：

因此我们证明了 Φ = ϕ × σ，也就把 1-形式的楔积与向量叉积联系在了一起。

这样，我们可以从楔积的基本公式推出向量的叉积表达式：

法拉第的电磁 2-形式和麦克斯韦的电磁 2·-形式
在经典电动力学里，我们有两个三维的矢量场 E,B，我们将与之相关的 1-形式记为
ϵ,β；与之相关的 2-形式记为 E,B。我们可以构造所谓法拉第 2-形式：

F = ϵ ∧ dt + B

我们将粒子 4-速度向量记为 u，粒子的动量记作 π，固有时记作 τ，那么作用于粒子
上的电磁力：

dπ

dτ
= qF(⋯ ,u)

这是个 1-形式，代表电磁力沿着输入向量方向的大小。特别地，我们将洛伦兹力写
为：

dp

dt
= q(E + v × B)

我们声称 ⋆F  是 F  的霍奇对偶（当然，我们没有定义它），我们将其称为麦克斯韦 2-
形式，它被写为：

⋆F = β ∧ dt − E

–––

––

–

Ψ(ϕ,σ) = (ϕ ∧ σ)(ϕ,σ)

= ϕ(ϕ)σ(σ) − σ(ϕ)ϕ(σ)

= [A(ϕ,σ)]2

––––

––––

––

–––

––

––



使用它可以简化麦克斯韦方程组，我们将在后续推导。


