
Chapter 30：广义相对论初步：从潮汐力开始
#DifferentialGeometry

“空间告诉物质如何移动，物质告诉空间如何弯曲。“

换言之，自由落体沿弯曲空间的测地线移动，只不过此时的测地线使得时空度量测量
的距离最大化；而爱因斯坦的引力场方程则告诉我们物质和能量如何弯曲时空。

比萨斜塔与流浪地球
让我们先从比萨斜塔实验的解释开始。不管是真的还是假的，伽利略在比萨斜塔上做
了著名的"铁球实验"，实验的结果是两个铁球同时落地。这很好解释——根据牛顿的
万有引力定律，我们有一个巨大的质点 M 和一个与之相比极小的质点 m，那么小质
点 m 的运动方程为：

r̈ = −
GM

r2

因此，所有小质点都沿着相同的轨迹运动。

现在我们考虑另一个场景，这也是爱因斯坦的惊人洞见——根据牛顿力学我们知道，
做自由落体的人是感受不到自身的重力的，那么我们如何感受到重力呢？假设我们在
太空中静止，以我们的身体为中心的球面上分布着大量质点，它们初始也是静止的。
现在时间开始流动，我和质点都开始在地球的引力场中自由落体，接下来（在我们的
参考系中）会发生什么？



如图，答案是这些粒子将变成一个“鸡蛋”——这是因为（在地心系中）这些粒子实际
上都是向着地心加速的，因此环绕我们周身的粒子将会被向中间吸引，头顶的粒子加
速度小于我们，而脚底的粒子加速度大于我们。也就是说，在我们的参考系中看来，
有一种无形的力扭曲了这些质点，（按照经典力学中的说法）这个引力与惯性力的合
力被称为潮汐力。地球上的大潮、小潮，以及一个小星体接近一个大星体到某个距离



（洛希极限）时会被撕裂，都与这种潮汐力有关。

万有引力定律的几何形式
设我们到地球中心的距离为 r，ξ 是我周围的粒子排成的球面水平方向上“赤道”圆周的
半径，δϕ 是地球中心相对于 ξ 的圆心角，那么 ξ = rδϕ。由于我和这些粒子都被吸引



向地球中心，因此 δϕ 在下落过程中不变。因此我们有：

ξ̈ = r̈δϕ = −
GM

r3
ξ

假如我们说做自由落体运动的粒子沿着测地线运行，那么这就是一个雅可比方程！它
对应的曲率是：

K+ = +
GM

r3

考虑另一个方向，设 Ξ 代表我头顶的粒子到我脚底的粒子的距离，那么显然有：

Ξ̈ = δr̈ = [∂rr̈]δr = ∂r [−
GM

r2
]Ξ = +

2GM

r3
Ξ

这同样是一个雅可比方程，这里的曲率应当是：

K− = −
2GM

r3

接下来我们可以考虑这个椭球体的体积变化，利用椭球体体积公式得到：

V =
4π

3
ξ2Ξ

通过直接对时间求导计算可以得到：

V̇(0) =
4π

3
[2ξξ̇Ξ + ξ2Ξ̇] = 0

以及：

V̈(0) =
4π

3
[2ξ̈ + Ξ̈] = 0

我们可以看到，在潮汐力的作用下，这个椭球体积是在二阶意义上保持不变的。我们
现在希望证明只有平方反比引力可以做到这一点。为此，我们假设引力函数的形式是
r̈ = f(r)，从而经过代入直接计算：

V̈ = 0 ⇒
df

dr
+

2f

r
= 0 ⇒ f(r) ∝

1

r2

在上面的分析中，我们忽略了处在这个椭球中的质量的影响。现在假设我们在椭球内
部填充密度为 ρ（极大）的物质，那么整个球上的所有粒子会排列成 ξ = Ξ 的球面向
中心加速飞行，加速度是：



ξ̈ = −
GρV

ξ2

现在仍然可以计算体积对时间变化的一、二阶导：

V̇ = 4πξ2ξ̇ V̈ = −4 piGρV

如果我们现在在地球引力场中发射这个物体（一个球体，内部装填了密度为 ρ 的物
质，外面有一层质量很轻的测试粒子），那么外层粒子的运动状态应当是以上两种运
动的叠加——一边收缩，一边倾向于变成椭球体。

时空度规与时空图
首先，时空 (t,x, y, z) 在局部的切空间是闵可夫斯基时空，其度规为：

ds2 = dt2 − (dx2 + dy2 + dz2) = [dx0]2 − ([dx1]2 + [dx2]2 + [dx3]2)

类似于曲面上的切平面，闵可夫斯基时空也是平直的——它的黎曼张量恒为零。而在
流形上相邻点之间的真实距离由度规张量 g(u, v) 决定，如果 ϵ 是连接时空中两个相邻
事件之间的向量，那么它们之间距离的平方是 ds2 = g(ϵ, ϵ)。如果 {ei} 是任一四维度
量空间的四个基向量的集合，我们都可以如同前面的黎曼张量一样，给出度规张量的
分量：

gij = g(ei, ej) = g(ej, ei) = gji

那么：

ds2 = g(ϵ, ϵ) = g(dxiei, dx
jej) = gijdx

idxj

例如，在闵可夫斯基时空中有 g00 = +1, g11 = g22 = g33 = −1，而在一般情况下，gij

是时空的函数。此外，gij 的具体形式还与坐标有关。

由于我们通常无法想象四维时空，常见的做法是绘制三维的时空图——使用一个竖直
方向表示时间，而将空间的三个维度保留两个。



如图展示了闵可夫斯基时空中的光锥，显然，有质量粒子的世界线只能在光锥内部，
我们将世界线的切向量称为四维速度。

爱因斯坦真空场方程的几何形式
让我们再次将目光移到潮汐力作用下的航天员和粒子球上，我们在航天员系中绘制各
个物体的世界线如下（“大质量”代表地球）：



现在考虑由航天员自身的四速度 v 和航天员到周围质点的连线 ξ 生成的平面 Π(v, ξ)，
上文中的讨论其实就是给出了两个正交平面上的截面雅可比方程。当然，我们忽略了
第三个与前两个平面正交的平面，容易发现第三个平面上的雅可比方程对应的曲率也

是 K+ =
GM

r3
。从上一节中里奇曲率张量的引入过程，我们立刻知道：

K =
1

3
(K+ + K+ + K−) = 0 =

1

3
Ricci00

另外，从体积的二阶导为零，我们还可以写出：

Ricci(v, v) = 0

之前我们取 v = e0，是沿着时间轴向上的四速度，但是实际上只要我们以一个类似地
四速度发射这个整体，上式都是成立的。现在取 v = x + y，其中 x, y 是任意类时向
量，利用里奇张量的对称性有：

0 = Ricci(v, v) = Ricci(x,x) + Ricci(y, y) + 2Ricci(x, y) = 0

–



从而立刻得到

Ricciik = 0

这正是真空中的爱因斯坦场方程！

历史注记：真空场方程的（现象）验证

施瓦西解
施瓦西接是迄今为止发现的第一个精确解，它描述了一个球对称非自旋的质量 M 之外
的真空区域的时空，这个解是由卡尔·施瓦茨希尔德一战期间在前线服役时发现的，它
给出的时空度规是：

ds2 = (1 −
2GM

r
)dt2 −

dr2

1 −
2GM

r

− r2(dϕ2 + sin2 ϕdθ2)

在 r = rs = 2GM 时，grr 分量会变得奇异，我们后面会再来聊这个事情。

爱因斯坦也对自己的理论做出了一些预测：

引力波
下图显示了引力波穿过试探粒子时，在垂直于波的传播方向上粒子将震荡，在一个方
向上被拉长，而另一个方向缩短：

光的引力红移

水星进动

太阳对光线的偏折
此外，简单的施瓦西解在日常生活中广泛应用——GPS 定位系统就是一个很好的
证明。



我们现在探测到的引力波往往由黑洞或中子星合并产生。

爱因斯坦场方程的几何形式
现在我们考虑向测试粒子的球体内装填了物质的情况。对于 δV 求体内装有密度为 ρ
的物质的情形，有：

Ricci(v, v)δV = −δ̈V = 4πGρδV ⇒ Ricci(v, v) = 4πGρ

这里的 v 仍然是任意类时矢量。 为了进一步取得进展，我们要引入所谓能量-动量张
量，这夜色一个对称的张量，记为 Tik，对于我们而言，需要特别注意的是：

T (v, v) = ρtot

这里的 ρtot 是物质和能量的总密度（我们可以不严格地说，物质和能量是等效的），
因此我们可以写出：

Ricci(v, v) = 4πGT (v, v)



令 v = e0，那么我们有：

R00 = 4πGρtot

如果 v 是任意类时向量，我们仍然可以用之前的技巧推出：

Rik = 4πGTik

这是爱因斯坦的最初方案，然而这是不正确的，因为这个方程结合之前提到的微分比
安基恒等式可以推出能量不守恒，我们可以对其进行修正，作为介绍，我们不加证明
地给出结论：记 T  为能动量张量的迹，我们有：

Rik = 8πG(Tik −
1

2
Tgik)

它的一个等价形式是：

Gik = Ricciik −
1

2
Rgik = 8πGTik

这里的 R 是里奇张量的迹，左侧的 G 称为爱因斯坦张量。

黑洞的简介
当恒星的质量非常大时，“死亡”时可能坍缩成黑洞。一个黑洞的形成过程如下图所
示：



第四幕的终曲：我们需要宇宙学常数吗
现在我们来闲聊一会。在 1916 年，人们普遍认为宇宙是静止不变的（那时人们认识
的宇宙还只有银河），然而上面的场方程却导向了一个膨胀的宇宙，于是，为了挽
救“静止的宇宙”，爱因斯坦对他的场方程做了修改：



G + Λg = 8πGT

这里的 Λ 称为宇宙学常数。然而，1929 年，哈勃发现了所有的星系都有远离我们的
速度，这些星系的速度与离开我们的距离成正比。爱因斯坦后来将这个改变称为“我一
生中最严重的错误”。
Λ 恒等于 0 吗？现在的科学家发现宇宙在加速膨胀，这与哈勃的推测（引力将减缓宇
宙膨胀）相悖，也许爱因斯坦的宇宙常数就是对这个现象的很好的解释吧。


