
Chapter 29：黎曼几何初步：高维流形上的平行
移动
#DifferentialGeometry

在研究三维空间中的二维曲面时，我们使用角盈定义曲率:

K(p) = lim
Δ→p

E(Δ)

A(Δ)

但是对于 n 维流形来说，角盈显然是笨拙的。要定义曲率，我们必须首先理解 n 维流
形上的平行移动。与二维曲面上的高斯曲率不同，在 n 维流形上，曲率有
1

12
n2(n2 − 1) 个分量，这些分量需要使用黎曼张量表示。黎曼曲率的平均称为里奇曲

率张量。此外，一件重要的事情是，我们需要将和乐性、雅可比方程从二维曲面推广
到 n 维流形上。为了形象化地做这些事情，我们会可视化三维流形，在三维流形上足
以介绍不同于二维流形的各种新特性。

n 维流形上的角盈
在之前的所有研究中，将二维流形嵌入到三维空间中都是一种行之有效的方法，但是
这个方法显然无法持续下去：我们无法可视化一个四维空间，将三维流形嵌入到四维
空间中对我们的研究没有丝毫作用。因此，接下来我们只关注流形的内蕴几何性质。
在三维流形中，我们显然可以选择无数个不同的平面来构建测地线三角形，每个平面
都有自己的法向量，并且对应一个曲率（这个曲率称为截面曲率）。如图，三个正交
平面的截面曲率是独立的（注意：我们现在研究的是内蕴几何，我们这里提到的截出
的“平面”在外在几何中看来都是三维空间中二维曲面，因此它们的曲率显然不一定为
零）：



注意：此时的黎曼张量有六个分量，然而我们只得到了三个角盈。在四维流形的情况
下这会变得更糟。因此，此时角盈只能部分反映曲率，为了找到所有曲率分量，我们
必须转向和乐性。

(⋆) n 维流形上的平行移动：三种构造方法

构造 1：定角圆锥上的最近向量
回顾二维曲面上平行移动的重要性质：假如一个向量 w 沿着曲线平行移动（不失一般
性，我们设这条曲线就是测地线 G，其余情况使用测地线分段逼近即可），只需保持
平行移动后的向量 w∥ 与 G 的夹角不变即可，但是这在三维的情况下遇到困难：



平行移动的结果应该是锥面的哪一条母线？我们可以通过 R3 中的特殊结果来想一
想。显然，合理的做法是：w∥(p → q) 是 C 的母线中端点离 w(p) 端点最近的一条。

构造 2：平行移动一整个平面
实际上，我们提出了这些构造方法，是因为"测地线与平行移动的向量夹角不变"这一
约束已经不能使得我们唯一确定平行移动后的向量了。我们先考虑沿着 R3 中的欧几
里得直线 G 移动向量 wp。设 wp 与 G 的切向量 v 的夹角为 α，它们张成的平面为
Π(p)。将 Π(p) 沿着 G 平行移动得到 Π∥，最后，取 Π∥ 上与 v 夹角为 α 的单位向量为
w(p) 平行移动后的向量即可。



如图，在一般的三位流形上，操作方法是类似的。我们从 p 点向 w(p) 和 v(p) 的线性
组合的所有方向发射测地线，从而获得一个二维子流形 Π(p)。根据构造方法，q 和 q
附近的点必然包含在 Π(p) 中。于是，我们可以在 Π(p) 上找到 q 点附近的小区域，并
向这个小区域上的所有方向发射测地线，这样我们就将 Π(p) 这个二维流形整体平行移
动到了 Π(p → q)。之后，在平行移动矢量 w(p) 时，除了保持其与 G 的夹角不变之
外，应当使得它与 π(p → q) 相切。重复这个过程，我们就完成了平行移动。

构造 3：希尔德的梯子



(⋆) 协变导数
之前我们研究过 R3 中的方向导数和二维流形中的协变导数，二者的关系是：

Dvw = P[∇vw] = ∇vww − (n ⋅ ∇vw) ⋅ n



这是协变导数的外在表达，因此也无法使用。我们考虑之前提过的内在表达：将向量

从点 q 平行移动回点 p，得到 w∥(q → p)，使用 
w∥(q → p) − w(p)

ϵ
 求出协变导数。类

似地，在 n 维流形上的协变导数也是这样定义：

∇vw =
w∥(q → p) − w(p)

ϵ

或者：

w∥(q → p) − w(p) = ϵ∇vw = ∇ϵvw

显然根据这个定义我们有：

∇vw∥ = 0

如果 v 是测地线的速度向量，那么沿着自身的平行移动就是它自己，也就是说，测地
线（微分）方程是这样的：

∇vv = 0

(⋆) 黎曼曲率张量

绕着小平行四边形的平行移动
在研究二维流形时，我们将一个向量沿着某个回路做平行移动，从而引入了和乐性的
概念，现在我们来重新做这一点。我们找到单位向量场 u, v，如图，先在 o 点放置平
行四边形的两条边 v(o)δv,u(o)δu；再如图放置（平行移动后）的 v(a)δv 和 u(p)δu。一
般来说，这样制作的平行四边形并不是闭合的，但是这里我们先假装能找到一种方式
让它闭合，从而我们可以沿着回路 oabqpo 平行移动一个向量。



如图，我们仍然将和乐性算子定义为 w 返回 o 点时和从 o 点出发时的差，而且，在二
维曲面上我们已经知道和乐性正比于曲率。在这里介绍的三维流形中，平行移动的结
果与向量 w 有关（在二维流形中，所有向量"刚性地"一同进行平行移动），因此，我
们引入与回路有关的和乐性算子，将其作用在矢量 w 上以得到和乐性：

−δw∥ = R(uδu, vδv)w

将四边形封闭起来
我们定义两个向量的对易子/李括号（尽管书上将其叫做"换位子"）为：

[v,u] = ∇vu − ∇uv

很容易看出对易子是反对称的。如图，从几何意义上可以看出，用来补全平行四边形
的向量就是：

c = [vδv,uδu] = [v,u]δuδv



(⋆ ⋆ ⋆) 黎曼曲率的一般公式
之前我们证明 GCB 时，曾经引入开曲线 K 的和乐性，也就是找到一个基准向量场 U
，然后 RU(K) = δK(∠Uw∥)。我们仍然先从二维流形开始，直接将 U  取为 w，并考虑
它在短向量 ϵ 上的和乐性，此时的和乐性显然可以和协变导数联系在一起（当然，我
们将 U  的模长取为 1）：

−RU(ϵ) = δϵ(∠U∥) = |∇ϵU |



对于 n 维流形的一般情况，我们也可以类似处理。选取 wo = w(o)，那么我们有：

−δoaw∥ = w(a) − w∥ = ∇uδuw(o) = δu∇uw(o)

显然，当我们考虑整条回路的时候，和乐性与基准向量场无关，那么我们现在直接计
算整条回路上的和乐性：

那么我们就可以看出之前引入的黎曼曲率算子是（它作用在一个向量 w 上，得到该向
量沿着 u, v 生成的回路平行移动得到的和乐性）：

R(u, v) = [∇u, ∇v] − ∇[u,v]

它显然是反对称的。我们立刻给出黎曼曲率张量的标准定义：

R(u, v;w) = R(u, v)w

−δw∥ = −[δoa + δab + δbq + δqp + δpa]w∥

= δv[∇vw(a) − ∇vw(o)] − δu[∇uw(p) − ∇uw(o)] + δuδv∇[u,v]w(o)

= δv[δu∇u∇vw(o)] − δu[δv∇v∇uw(o)] − δuδv∇[u,v]w(o)

= δuδv[∇u∇v − ∇v∇u − ∇[u,v]]w(o)

= δuδvR(u, v)w(o)



黎曼曲率确实是个张量
我们现在来解释 R 确实是个张量——我们要求张量满足以下两条性质：

(⋆)黎曼张量的分量
为了给出某个几何对象的数值描述，我们会在 n 维流形每个点的切空间内引入一组标
准正交向量 {ei} 作为基底。这样，每一点切空间内的矢量可以表示为 u = uiei。利用
黎曼曲率张量的线性性，它可以被写为：

R(u, v,w) = R(uiei, v
jej;w

kek) = R(ei, ej; ek)uivjwk

我们定义黎曼张量的分量为它作用在三个基底上得到的系数：

R(ei, ej; ek) = Rl
ijkel

为了后面使用方便，我们定义符号：

Rijkm = R(ei, ej; ek) ⋅ em

由于我们选择了正交基，因此有：

Rijkm = Rm
ijk

回路的和乐性只依赖于所在平面和面积

我们知道，对于二维流形，回路的和乐性只依赖于面积，与形状无关。现在，由于平
面有很多，我们需要考虑特定的 Π(u, v)，即由 u 和 v 张成的平面。现有结论：若绕平
面 Π(u, v) 上最终面积为 0 的小平行四边形平行移动 wo，那么相连点和乐性正比于小

输出线性地依赖于每一个输入
输出只依赖于在求值点的输入向量。
看第三项：第一个性质可以由协变导数的线性性保证。验证第二个性质：假设我
们令 wNEW = fwOLD，且 f(o) = 1，此时直接计算可以证明：

R(u, v;wOLD) = R(u, v;wNEW )

从几何上可以看出这一点，我们只是改变了基准向量场，这对于沿着整个回路的
平行移动没有任何影响。
对于前两项，第二个性质由取极限的情况可以证明（回路收缩到 o 点），线性性
仍然可以使用几何关系或者计算得到。



平行四边形的面积 δA，但是与其形状无关。
证明：将生成回路的两个向量记为 uδu = δuiei, vδv = δviei，那么回路所围的面积是：

δA = δu1δv2 − δu2δv1

设初始的向量 wo = wk
oek，和乐性 δw∥ = δwl

∥
el，那么：

其中最后一步的推导中使用了黎曼张量的反对称性。

(⋆)黎曼张量的对称性
我们考虑以下三维流形上的黎曼张量的分量 Rijkm，在它的 81 个分量中，真正互相独
立的只有六个。首先考虑之前已经见鬼哦的反对称性：

Rijkm = −Rjikm

这会使得它的分量数目从 81 减少到 27，现在我们要证明另一个对称性：

Rijmk = −Rijkm

证明很简单。容易注意到 δ∥ 与 wo 应当正交，那么：

δw∥ ⋅ wo = 0 ⇒ [R(u, v)wo] ⋅ wo = 0

现在设 x, y 是任意向量，并令 wo = x + y，我们又可以得到：

[R(u, v)x] ⋅ y = −[R(u, v)y] ⋅ x

我们直接给出黎曼张量剩下的三个对称性，这些结论可以使用后面微分形式的语言简
单地证明：

δw∥ = −δwl
∥el

= δuiδvjwk
0R

l
ijkel

= δA[Rl
12kw

k
o]el

对于前三个向量循环排列的对称性：Rijkm + Rjkim + Rkijm = 0

对于两对矢量交换的对称性：Rijkm = Rkmij

微分比安基恒等式：∇xR(u, v)w + ∇uR(v,x)w + ∇vR(x,u)w = 0（这对爱因斯
坦的引力理论是至关重要的）



截面曲率
我们现在希望沿着平面 Π(u, v) 内的一条曲线平行移动一个也处于 Π(u, v) 内的矢量，
但是我们遇到的困难是：即使初始矢量 wo 位于 Π 平面内，它在被平行移动的过程中
也会转出 Π，为此我们引入一个正交投影算子，如果 Π = Π(e1, e2)：

P[a1e1 + a2e2 + a3e3] = a1e1 + a2e2

我们要证明以下结论：设 wo 是 Π 内的任意向量，它绕着 Π 内的一个回路平行移动生
成 w∥，令 w∥ 在 Π 内的投影是 P(w∥)，定义 K(u, v) 为单位面积的小回路上 P(w∥) 的
旋转，则 K(u, v) 与 wo 的选择无关，因此 K(u, v) 被称为截面 Π 的截面曲率。
证明方法是直接计算：

−[ ] = [ ]δA

利用黎曼张量的反对称性有：

R1211 = R1222 = 0 R1221 = −R1212

那么我们就得到了截面曲率的定义：

K(Π) = K(e1, e2) = [R(e1, e2)e2] ⋅ e1 = R1221

也就是说，它是 e2 的在 e1, e2 生成的回路上的和乐性在 e1 上的投影。因此我们有：

P[δw∥] = [ ] = [ ]K(Π)δA = w⊥P(Π)δA

这里的 w⊥ 就是将 w 逆时针旋转 90 度。
因此，我们回到了最初的观点：曲率是二维流形内单位面积上的和乐性！
另外，知道了黎曼张量，我们自然就知道了所有二维平面的截面曲率，但是如果知道
了所有的截面曲率，实际上我们可以重建黎曼张量。

在介绍黎曼曲率的这一部分的最后，我们要说明：这部分研究是黎曼当年在高斯
的“逼迫”下完成的（作为黎曼入职时的演讲）。由于当时根本没有平行移动这一工
具（这是 Levi-Civita 提出的），因此黎曼并不是根据我们上面的这条路径给出了黎
曼曲率张量。他的发现来源于对黎曼几何中的度规和欧氏几何中度规的偏差的计
量。另外，黎曼在其私人笔记中已经发现了上文中提到的微分比安基恒等式，这个
恒等式将成为广义相对论的基石！

δw1
∥

δw2
∥

R1211w
1
o + R1221w

2
o

R1212w
1
o + R1222w

2
o

δw1
∥

δw2
∥

−w2
o

w1
o



n 维流形上的雅可比方程
截面上的雅可比方程
根据“曲率”这个概念的推广，我们很容易知道应如何将雅可比防尘也推广到 n 维流形
中。显然，原来的曲率应该替换成截面曲率，这里的截面是由速度向量 v 和从两个质
点之间的连接测地向量 ξ 形成的。这个平面上的截面曲率大小就决定了截面上两条测
地线之间的相对加速度。回顾一下前面这张图：

现在我们在一个二维平面 Π = Π(v, ξ) 内做类似操作，依然得到：

δv∥ = δt∇v∇vξ

这里的 δv∥ 是正交于 v 的，如果在二维的情况下，它必然处在平面 Π 内，而现在 δv∥

由 Π 内的分量（改变 Π 内两条测地线之间的距离）和与 Π 正交的分量（没用）组
成。将上面的结论用 ∇v∇vξ 在 Π 内的投影上，并利用 δt → 0 时的几何关系，得到：

δtP[∇v∇vξ] = P[δv∥] = v⊥K(Π)δA = [−
ξ

|ξ|
]K(Π)|ξ|δt



也就是说：

P[∇v∇vξ] = −K(Π)ξ

这被称为截面雅可比方程

截面雅可比方程的几何意义
下面的三张图给出了截面雅可比方程的几何意义：

一般雅可比方程的计算证明

现在，我们在平面 Π 上构建正交基，取 e1 =
ξ

|ξ|
, e2 = v，那么 Π 的单位法向量是

e1 × e2。截面曲率定义为：

K(Π) = R1221 = [R(e1, e2)e2] ⋅ e1 = [R(ξ̂, v)v] ⋅ ξ̂



再考虑一件事：之前在 δt → 0 时，vδt 和 ξ 都是沿着测地线方向的。那么，无论是 v
沿着 ξ 平行移动还是 ξ 沿着 vδt 平行移动，二者的夹角都是不变的，这意味着由 v, ξ

生成的平行四边形是闭合的，回顾我们之前的讨论，这意味着：

[v, ξ] = 0 ⇒ ∇vξ = ∇ξv

这意味着我们能对黎曼曲率算子做些简化：

R(v, ξ) = [∇v, ∇ξ]

从而我们直接计算：

这样我们会得到一般形式的雅可比方程：

∇v∇v = −R(ξ, v)v

如果要将其恢复到截面雅可比方程的形式，只需将右侧写成分量式：

R(ξ, v)v = K(Π)ξ + R1223|ξ|e3

再在两侧使用投影算子即可。

里奇张量
看看上面描写雅可比方程的几何意义的图，当质点被正值的截面曲率拉向中心，黑色
圆盘的面积 δA 明显收缩，我们现在希望研究这个圆盘面积收缩的规律。首先考虑 Π
绕着中心质点的轨迹旋转的时候，所有截面的截面曲率由相同的正值 K，那么我们
有：

˙(δA)(0) = 2πr(0)ṙ(0) = 0

以及：

¨(δA)(0) = 2π[ṙ2(0) + r(0) r̈(0)] = −2KδA(0)

从而从泰勒展开可以看出，对于很小的 t 有：

δA(t) − δA(0) = −KδA(0)t2

∇v∇vξ = ∇v∇ξv

= [∇v, ∇ξ]v + ∇ξ(∇vv)

= R(v, ξ)v + ∇ξ(0)



但是实际上，K = K(θ)，容易看出此时有（此时，这些质点其实已经不一定共面，我
们是在把一个个小三角形的面积加起来）：

δA(t) − δA(0) = −KδA(0)t2

其中平均截面曲率是：

K =
1

2π
∫

2π

0

K(θ)dθ

我们考虑如何用黎曼曲率张量表示 K(θ)，根据下图，直接计算可得：

从而直接得到：

K =
K(0) + K( π

2
)

2

由零点的任意性得到：K 实际上是任意两个方向截面曲率的平均值，我们进一步改
写：

我们现在定义里奇曲率张量：

–

–

K(θ) = [R(ce1 + se2, v; v)] ⋅ (ce1 + se2)

= c2K(0) + s2K( π
2
)+ 2scR1332

–

–

K(0) + K( π
2
) = R(e1, e3; e3) ⋅ e1 + R(e2, e3; e3) ⋅ e2

= R1331 + R2332 + R3333

= Rm
m33



Ricci(v,w) = ∑
m

R(em, v;w) ⋅ em

或者写成：

Riccijk = R
m
mjk

容易从黎曼张量推出里奇张量确实是一个张量，另外，里奇张量有对称性：

Ricci(w, v) = Ricci(v,w)

因此我们得到之前的平均曲率：

K(0) + K( π
2
) = Rm33m = Ricci(v, v) = Rjkv

jvk

我们就得到了关于面积的雅可比方程：

¨δA = −Ricci(v, v)δA

我们直接将上面的分析推广到四维流形上，假设我们仍然发射一组到中心质点等距的
质点，且这组质点初始位于与 v 正交的子空间中，那么此时的“阴影部分”应该是一个
小球面，包围着一个体积 δV。我们不加证明地给出这个体积随时间的演化：

δ̈V = −Ricci(v, v)δV

这就是里奇张量，是某种意义上黎曼曲率的平均值。

第 29 集就要停止在这里了，在这一集中，我们以三维流形为例引入了很多有趣的新思
想，但是这远远不够——我们都身处在四维流形中，并向着时间轴上的“未来”飞奔。
在下一节中，我们将看到这一点。


