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大自然说它想最小化 S = −1

4

∫
FµνF

µνdx，于是就有了光。众所周知，从学习理论力学这门学科开始，我
们“给出一个系统动力学方程”的方法就发生了变化：相比于直接写出 ODEs，我们更倾向于找到在系统对称变
换下保持不变的，系统运动轨迹 x(t), t ∈ [t0, tf ]的标量泛函，“最小化该泛函”这一变分问题的解就是系统的动
力学方程。Day 2和 Day 3中已经讨论了分析 LTI系统性态的各种方法，现在我们将讨论泛函求极值的相关内容。
本节中我们将抛弃通过权衡极点位置、超调量、稳定时间等指标来粗略设计控制器的方法，而是直接计算使得
某性能指标最小化的开环/闭环控制律。
【阅读提示】为了偷懒，本节涉及矩阵与向量、向量与向量的乘法时，大量使用了 ·符号。阅读时请根据维数和
上下文自行脑补哪个向量/矩阵需要转置 T。

1.4.1 控制律无约束的最优控制：乘子法和标准变分法

首先考虑一类微分约束的泛函极值问题：设有连续可微的状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，满足 x(t0) =

x0, x(tf ) = xf，满足约束 F (x(t), ẋ(t), t) = 0，希望最小化性能指标 J [x] =
∫ tf
t0
g(x, ẋ, t)dt。对于这样的问题，我

们可以直接使用拉格朗日乘子法处理微分约束，即构造增广的性能指标：

J̄ [x, p] =

∫ tf

t0

[g(x, ẋ, t) + p(t) · F (x, ẋ, t)]dt

为什么可以直接这样做？是因为这个泛函极值问题可以视作无穷维优化问题，不妨将时间等分作 t0, t1, · · · , tN−1, tN =

tf，则该问题的决策变量变成在各个分点上的 x(t)值 x0 = x(t0), x1 = x(t1), · · · , xN = x(tN )，ẋi = ẋ(ti)可以
使用差分逼近，即取 ẋi =

xi+1 − xi
∆t

, i = 0, 1, · · ·N − 1,∆t = ti+1 − ti，这样 ẋN 是未定义的，但是你完全可以
直接取 ẋN = 0，随着∆t→ 0，在有限个点上对 ẋi的不正确逼近对性能指标/目标函数带来的影响将消失。离散
化后，我们得到优化问题：

min J({xi}) =
N−1∑
i=0

g(xi, ẋi, ti)∆t, s.t.F (xi, ẋi, ti) = 0 i = 0, 1, · · · , N

我使用每个区间的左端点乘以区间长度来逼近积分结果，此时 xN , ẋN 根本不出现在性能指标中，真正在起效的
决策变量只有 x0, x1, · · · , xN−1，真正在起效的约束也只有 N + 1个中的前 N 个。我们已知这个有限维的优化
问题可以使用拉格朗日乘子法解决：引入乘子 p0, p1, · · · , pN−1，令增广的拉格朗日函数为：

J̄({xi}, {pi}) =
N−1∑
i=0

[g(xi, ẋi, ti) + pi · F (xi, ẋi, ti)]∆t

令 N → ∞或者说 ∆t = 0，这个增广拉格朗日函数就变成上面的增广拉格朗日泛函 J̄ [x, p]。要使得增广泛函取
极小值，应满足关于 x(t)和 p(t)的 E-L方程，令 ḡ(x, ẋ, p, t) = g(x(t), ẋ(t), t) + p(t) · F (x(t), ẋ(t), t)，E-L方程
给出：

0 =
∂ḡ(x, ẋ, p, t)

∂x
− d

dt

(
∂ḡ(x, ẋ, p, t)

∂ẋ

)
, 0 = F (x, ẋ, t) (1.47)

从离散化后的有限维优化问题中也可读出这个结果。令 ḡ(xi, ẋi, pi, ti) = g(xi, ẋi, ti) + pi · F (xi, ẋi, ti)，则：
∂J({xi}, {pi})

∂xi
=
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂xi
+
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂xi−1

=
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂xi
+
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂ẋi

∂ẋi
∂xi

+
∂ḡ(xi−1, ẋi−1, pi−1, ti−1)

∂ẋi−1

∂ẋi−1

∂xi−1

=
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂xi
− 1

∆t

(
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂ẋi
− ∂ḡ(xi−1, ẋi−1, pi−1, ti−1)

∂ẋi−1

)
= 0

∂J({xi}, {pi})
∂pi

= F (xi, ẋi, ti) = 0

这样，我们为直接使用拉格朗日乘子法求解最优控制问题提供了合法性。接下来我们看最简单的最优控制问题：
考虑状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM 均无约束。状态变量满足边界条件 x(t0) =
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x0, x(tf ) = xf，系统的动力学方程 ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)，性能指标 J [u] =
∫ tf
t0
g(x(t), u(t), t)dt，方便起见引入

H(x(t), u(t), p(t), t) = g(x(t), u(t), t) + p(t) · f(x(t), u(t), t)（我们暂且将其称为哈密顿量，下文中将反复使用），
可得以下必要条件：

0 =
∂H(x, u, p, t)

∂u
, ẋ(t) = +

∂H(x, u, p, t)

∂p
, ṗ(t) = −∂H(x, u, p, t)

∂x
(1.48)

很多问题可以转换成有微分约束的泛函极值问题处理，例如一类有积分约束的极值问题（e.g. 等周问题）：
有状态变量 x(t) : [t0, td] → Rn，边界条件 x(t0) = x0, x(tf ) = xf，有约束

∫ tf
t0
b(x, ẋ, t)dt = B，仍然最小化

J [x] =
∫ tf
t0
g(x, ẋ, t)dt，显然我们需要将积分约束换成微分约束，引入新的变量：

z(t) =

∫ t

t0

b(x(τ), ẋ(τ), τ)dτ ⇒ ż(t) = b(x(t), ẋ(t), t)

从而该问题立刻转换为有微分约束的问题，可使用上述方法处理。注意到此时H中不显含 ż的，因此与 z对应
的拉格朗日乘子 p(t) = Const = p0。
下面考虑终端状态不固定的情形，也就是说我们不再把终端状态限制在一点 x(tf ) = xf，而是允许系统落

在某个目标集 S = {x(tf ) : m(x(tf ), tf ) = 0}中。系统的性能指标为 J(x) = h(x(tf ), tf ) +
∫ tf
t0
g(x, ẋ, t)dt，我们

可以直接将对终端状态和时间的约束使用拉格朗日乘子引入，即令 J̄ = J + λ ·m(x(tf ), tf )，对 J̄ 进行变分，注
意此时对终端时间和终端状态也要变分：

δJ̄ =
∂h

∂x
· δxf +

∂h

∂t
δtf +m · δλ+ λ ·

[
∂m

∂x
· δxf +

∂m

∂t
δtf

]
+

∫ tf

t0

[
∂g

∂x
· δx(t) + ∂g

∂ẋ
δẋ

]
dt+ gδtf

=

[
g +

∂h

∂t
+
∂m

∂t

]
δtf +

[
∂h

∂x
+ λ · ∂m

∂x

]
· δxf +m · δλ+

∫ tf

t0

[
∂g

∂x
− d

dt

(
∂g

∂ẋ

)]
· δx(t)dt+ ∂g

∂ẋ
· δx(tf )

=

[
∂h

∂t
+ λ · ∂m

∂t
+ g − ∂g

∂ẋ
· ẋ
]
δtf +

[
∂h

∂x
+ λ · ∂m

∂x
+
∂g

∂ẋ

]
· δxf +

∫ tf

t0

[
∂g

∂x
− d

dt

(
∂g

∂ẋ

)]
· δx(t)dt

在上面的推导中，我们已经利用了关系 δxf = δx(tf )+ ẋ(tf )δtf，可以立刻读出三个极值条件：除了 E-L方程外，
剩下的两个是：

∂h

∂t
+ λ · ∂m

∂t
+ g − ∂g

∂ẋ
· ẋ = 0

∂h

∂x
+ λ · ∂m

∂x
+
∂g

∂ẋ
= 0

通过这种对终端时刻和终端状态变分的方式，我们可求解有一般目标集的最简最优控制问题：仍考虑状态变量
x(t) : [t0, tf ] → RN、控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM，状态变量有初值条件 x(t0) = x0，和终端时刻的目标集
S = {x(tf ) : m(x(tf ), tf ) = 0}，动力学方程 ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)，性能指标 J [u] = h(x(tf ), tf )+

∫ tf
t0
g(x, u, t)dt,

使用拉格朗日乘子引入约束（包括动力学方程和终端时刻目标集），对轨迹 x(t)，终端时间 tf，终端状态 xf 变
分，可获得最优控制的必要条件，除了方程1.48，还将得到三个边界条件：

0 =

[
∂h̄(x(tf ), tf , λ)

∂x
− p(tf )

]
0 =

[
∂h̄(x(tf ), tf , λ)

∂t
+H(x(tf ), u(tf ), tf )

]
0 = m(x(tf ), tf ) (1.49)

其中 h̄(x(tf ), tf , λ) = h(x(tf ), tf ) + λ ·m(x(tf ), tf )

下面考虑有内点约束的情形。例如，我们希望控制一小车在起点和终点间进行折返跑，此时我们必须引入
“在 [t0, tf ]中某一时刻，小车到达终点”这个约束。我们考虑形如 ψ(x(t1), t1) = 0的约束，同样将约束使用拉格
朗日乘子法添加到性能指标中：

J̄ = h(x(tf ), tf ) + λ · ψ(x(t1), t1) +
∫ tf

t0

[g(x, u, t) + p(t) · (f(x, u, t)− ẋ)] dt

:= h(x(tf ), tf ) + λ · ψ(x(t1), t1) +
∫ tf

t0

[H(x, u, p, t)− p · ẋ] dt

在时间点 t1前后，可能有不同的控制策略 u(t)，因此H在 t1两侧可能是不连续的（假设 x(t)在 t1处是连续的）。

22



1.4 Day 4: 弱水三千取一瓢

将 t1 + δt1 处的轨迹变化记为 δξ，对上面的性能指标进行变分：

δJ̄ = δJ̄1(δxf ) + δJ̄2(δtf ) + δλ · ψ(x(t1), t1) + λ · ∂ψ
∂x

· δξ + λ · ∂ψ
∂t1

δt1

+

∫ tf

t0

[
∂H
∂x

· δx+
∂H
∂u

· δu+
∂H
∂p

· δp− δp · ẋ− p · δẋ
]

= δJ̄1(δxf ) + δJ̄2(δtf ) + δλ · ψ(x(t1), t1) + λ · ∂ψ
∂x

· δξ + λ · ∂ψ
∂t1

δt1

+

∫ t1

t0

[(
∂H
∂x

+ ṗ

)
· δx+

∂H
∂u

· δu+

(
∂H
∂p

− ẋ

)
· δp
]
− [p(t1) · δx(t1)]|−

+

∫ tf

t1

[(
∂H
∂x

+ ṗ

)
· δx+

∂H
∂u

· δu+

(
∂H
∂p

− ẋ

)
· δp
]
+ [p(t1) · δx(t1)]|+

+ [H(x, u, p, t)− p · ẋ] |−δt1 − [H(x, u, p, t)− p · ẋ] |+δt1

这里，正比于 δxf , δtf 的项被省略，分别记为 δJ1(δxf )和 δJ2(δtf )，所有标记为 −的项是在 t1左侧的项；所有
标记为 +的项是在 t1 右侧的项。注意到 δx(t1)|+、δx(t1)|− 与 δξ并非是独立的变分，因此需利用关系：

δξ = δx(t1)|− + ẋ(t1)|−δt = δx(t1)|+ + ẋ(t1)|+δt

（这个关系的正确性在图1.4中简要说明）继续化简变分，将它们都变成 δξ：

图 1.4: δξ与 δx(t1)|+, δx(t1)|− 的关系

δJ̄ = δJ̄1 + δJ̄2 +

∫ t1

t0

· · · dt+
∫ tf

t1

· · · dt+ δλ · ψ +

(
λ · ∂ψ

∂t1
+H|− −H|+

)
δt+

(
λ · ∂ψ

∂x
− p|− + p|+

)
· δξ

从中读出三个由内点约束带来的额外的条件：

λ · ∂ψ
∂t1

+H|− −H|+ = 0 λ · ∂ψ
∂x

− p|− + p|+ = 0 ψ(x(t1), t1) = 0

1.4.2 控制律有约束的最优控制：庞特里亚金极值原理

然而，我们知道，人或者发动机等装置能向系统内输入的力是有限制的，因此上述控制量 u(t)无约束的最
优控制问题的解往往难以在现实中应用。例如，考虑“在最短时间内，将一个小物块从 x(0) = 1, ẋ(0) = 0状态
转移到 x(tf ) = 0, ẋ(tf ) = 0状态”这一问题，只要我能输入尽可能大的力，这个过程就能在尽可能短的时间内
被完成，这样的解显然是现实中行不通的。因此，我们有必要将 u(t)也限制在一个可行集合中。那么，δu(t)将
不能随意取值，这导致了上文中标准变分法的失效。

我们将从最简单的问题开始研究：考虑系统状态 x(t) : [t0, tf ] → RN，控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM，且要
求 u(t) ∈ U, ∀t，最小化一个只有终端代价的性能指标 J [u] = h(x(tf )),终端时刻和终端状态均自由。现在声明：
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最优控制 u(t)应满足如下条件：
对任意 u′(t) ∈ U，在几乎任意时刻 t ∈ [t0, tf ]，H(x(t), u(t), p(t)) ≤ H(x(t), u′(t), p(t))

状态变量x(t)和协态变量（一组与状态变量“对偶”的变量，类似于上面的拉格朗日乘子）p(t) : [t0, tf ] → RN

应满足正则方程组 ẋ(t) =
∂H
∂p

, ṗ(t) = −∂H
∂x

满足边界条件
∂h(x(tf ))

∂x
− p(tf ) = 0,H(x(tf ), u(tf ), p(tf )) = 0

H(x, u, p) = 0, ∀t ∈ [t0, tf ]

类比前文中控制量无约束的问题，此处只有终端代价，故哈密顿量 H = p(t) · f(x(t), u(t))。下面给出证明：设
最优控制 u(t)，对应的状态 x(t),终端时刻 tf。现在对最优控制施加扰动，变成 u′(t) = u(t) + δu(t)，对终端时
刻施加扰动，变成 t′f = tf + δtf，计算性能指标的增量：

∆J = J [u′]− J [u] = h(x′(t′f ))− h(x(tf ))

=
[
h(x′(t′f ))− h(x(t′f ))

]
−
[
h(x(t′f ))− h(x(tf ))

]
≈ ∂h

∂x
(x(t′f )) ·

[
x′(t′f )− x(t′f )

]
+
∂h

∂x
(x(tf )) · ẋ(tf )[t′f − tf ]

=
∂h

∂x
(x(t′f )) · δx(t′f ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf

=

[
∂h

∂x
(x(t′f ))−

∂h

∂x
(x(tf ))

]
· δx(tf ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · δx(tf ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf

≈ d

dt

[
∂h

∂x
(x(tf ))

]
· δx(tf )δtf +

∂h

∂x
(x(tf )) · δx(tf ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf

≈ ∂h

∂x
(x(tf )) · δx(tf ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf

也就是说我们将代价的变化拆成了两部分：tf 时刻状态变化带来的代价变化，和终端时间变化带来的代价变化。
首先考虑 tf 时刻状态不变，单纯让终端时间变化带来的影响，令 δJ̄ = 0得到：

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf ≥ 0 ⇒ ∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf )) = 0 (1.50)

接着考虑终端时间不变，只有 tf 时刻状态变化的情形，此时显然需要有：
∂h

∂x
(x(tf )) · δx(tf ) ≥ 0

我们需要分别求出
∂h(x(tf ))

∂x(tf )
和 δx(tf )两部分，首先看 δx(t)随着时间的演化：

δẋ(t) ≈ ∂f

∂x
(x(t), u(t) + δu(t)) · δx(t) + [f(x(t), u(t) + δu(t))− f(x(t), u(t))]

=
∂f

∂x
(x(t), u(t)) · δx(t) +

[
∂f

∂x
(x(t), u(t) + δu(t))− ∂f

∂x
(x(t), u(t))

]
· δx(t) + [f(x(t), u(t) + δu(t))− f(x(t), u(t))]

为了求出
∂h(x(tf ))

∂x(tf )
，我们决定追踪 p(t) =

∂h(x(tf ))

∂x(t)
的演化，我们需要导出其演化方程，考虑：

∂h(x(tf ))

∂x(t)
=

∂h(x(tf ))

∂x(t+∆t)
· ∂x(t+∆t)

∂x(t)

那么：
d

dt

[
∂h(x(tf ))

∂x(t)

]
≈ 1

∆t

[
∂h(x(tf ))

∂x(t+∆t)
− ∂h(x(tf ))

∂x(t+∆t)
· ∂x(t+∆t)

∂x(t)

]
=

∂h(x(tf ))

∂x(t+∆t)

1

∆t

[
1− ∂x(t+∆t)

∂x(t)

]
≈ ∂h(x(tf ))

∂x(t)

1

∆t

[
1− ∂x(t+∆t)

∂x(t)

]
而

x(t+∆t) ≈ x(t) + f(x(t), u(t), t)∆t⇒ ∂x(t+∆t)

∂x(t)
≈ 1 +

∂f(x(t), u(t), t)

∂x(t)
∆t
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从而立刻得到 p(t) =
∂h(x(tf ))

∂x(t)
的演化方程：

d

dt
p(t) = −∂f(x(t), u(t), t)

∂x
· p(t) = −∂H(x(t), u(t), p(t))

∂x
(1.51)

配合上面求出的 δẋ(t)，得到：
d

dt
[p(t) · δx(t)] = p(t)·

[
∂f

∂x
(x(t), u(t) + δu(t))− ∂f

∂x
(x(t), u(t))

]
·δx(t)+p(t)·[f(x(t), u(t) + δu(t))− f(x(t), u(t))]

两侧积分得到：

p(tf ) · δx(tf ) =
∫ tf

t0

{
p(t) ·

[
∂f

∂x
(x(t), u(t) + δu(t))− ∂f

∂x
(x(t), u(t))

]
· δx(t) +H(x, u+ δu, p)−H(x, u, p)

}
dt

由于 u(t)要落在可行集合内，因此我们不能任意加上 δu(t)，引入所谓“针状变分”：

δu(t) =

ω − u(t) t ∈ [t2, t3], ω ∈ U

0 otherwise

这意味着我们只在 [t2, t3]这一小段将控制律修改为 ω。那么，上面对 [t0, tf ]的积分立刻转化为对 [t2, t3 = t2+∆t]

的积分。设 f(x, u)对两个槽位都是 Lipschitz连续的，系数分别为 γf , ρf > 0，则可证明由控制律扰动带来的状
态扰动：

∥δx(t)∥ ≤ exp(γf t)

∫ t

t0

exp(−γfτ)ρf∥δu(τ)∥dτ

因此，只要把针状变分的区间长度∆t设置得足够小，上面 p(tf )·δx(tf )中，积分号内的 p(t)·
[
∂f

∂x
(x, u+ δu)− ∂f

∂x
(x, u)

]
·

δx就是比后面的部分更高一阶的小量，可以忽略。利用最优控制的条件 p(tf )δx(tf ) ≥ 0得到：∫ t2+∆t

t2

[H(x(t), u(t) + δu(t), p(t))−H(x(t), u(t), p(t))] dt ≥ 0

这意味着，对任意 u0 ∈ U，有：∫ t2+∆t

t2

[H(x(t), u0, p(t))−H(x(t), u(t), p(t))] dt ≥ 0

由积分中值定理，存在 τ ∈ [t2, t2 +∆t]，使得：

[H(x(τ), u′(τ), p(τ))−H(x(τ), u(τ), p(τ))] ≥ 0, ∀u′(τ) ∈ U (1.52)

由H的定义立刻知道 H(x(tf ), u(tf ), p(tf )) = 0，下面证明它在系统运行过程中恒为 0。首先证明它连续。考虑
u(t)的不连续点左侧的任一连续点 t1 − ϵ，取任一容许控制 u′(t1 − ϵ)，最优控制仍记为 u(t1 − ϵ)，那么：

H(x(t1 − ϵ), u(t1 − ϵ), p(t1 − ϵ)) ≤ H(x(t1 − ϵ), u′(t1 − ϵ), p(t1 − ϵ))

取 u′(t1 − ϵ) = u(t1 + ϵ)，并令 ϵ→ 0，立刻得到：

H(x(t1), u(t1), p(t1)|− ≤ H(x(t1), u(t1), p(t1)|+

同样的操作将得到：
H(x(t1), u(t1), p(t1)|+ ≤ H(x(t1), u(t1), p(t1)|−

立刻知道H是对 t连续的。考虑G(x(t), p(t))是最优控制轨迹上的H，即G(x(t), p(t)) = minu′(t) H(x(t), u′(t), p(t))。
考虑任意区间 [t2, t3]，由极值条件：

H(x(t2), u(t3), p(t2)) ≥ H(x(t2), u(t2), p(t2)) = G(x(t2), p(t2))

以及
H(x(t3), u(t2), p(t3)) ≥ H(x(t3), u(t3), p(t3)) = G(x(t3), p(t3))

从而有不等式：

H(x(t3), u(t3), p(t3))−H(x(t2), u(t3), p(t2)) ≤ G(x(t3), p(t3))−G(x(t2), p(t2)) ≤ H(x(t3), u(t2), p(t3))−H(x(t2), u(t2), p(t2))

25



1.4 Day 4: 弱水三千取一瓢

看这个不等式的两边，以左侧为例：

lim
∆t→0

1

∆t
{H(x(t3), u(t3), p(t3))−H(x(t2), u(t3), p(t2))}

≈ lim
∆t→0

1

∆t

{
−[x(t2)− x(t3)] ·

∂H
∂x

(x(t3), u(t3), p(t3))− [p(t2)− p(t3)] ·
∂H
∂p

(x(t3), u(t3), p(t3))

}
≈ ẋ · ∂H

∂x
(x(t3), u(t3), p(t3)) + ṗ · ∂H

∂p
(x(t3), u(t3), p(t3)) = 0

等式右侧可做类似处理。由不等式夹逼得到
d

dt
G(x(t), u(t)) = 0，从而在最优控制下，H(x(t), u(t), p(t)) = 0恒

成立。至此，我们证明了最优控制时，x(t), u(t), p(t)应满足的所有条件，通过利用这些条件给出最优控制的方
式称为“庞特里亚金极值原理”。在这个证明中我们主要做了两件比较不平凡的事情：1）将标准变分换成针状
变分，相较于标准变分“在整个路径上都有变化，但是变化无限小”的操作，针状变分的做法是“仅在一段时间

上有变化，但变化的时间无穷短”；2）我们追踪了 p(t) =
∂h(x(tf ))

∂x(t)
的变化，也就是说，协态变量的意义是“影

子价格”，它反映了 t时刻轨迹稍稍变化，对性能指标的影响。
下面我们将给出其他更复杂情况下的极值原理，我们将尝试把更复杂的问题归约到之前求解过的简单问题。

首先修改性能指标的形式，在性能指标中加入运行代价：J [u] = h(x(tf )) +
∫ tf
t0
g(x(t), u(t))dt，为此，引入新的

状态变量 ẋN+1(t) = g(x(t), u(t))，性能指标就写成 J = h(x(tf )) + xN+1(tf )。利用前面已经得到的极值条件求
解这个新问题。记 x̄(t) = [xT (t), xN+1(t)]

T , p̄(t) = [pT (t), pN+1(t)]
T，此时的哈密顿量应当是：

H(x̄(t), u(t), p̄(t)) = p(t) · f(x(t), u(t)) + pN+1(t)g(x(t), u(t))

由协态变量满足的方程：

ṗ(t) = −
[
∂f

∂x
(x(t), u(t))

]
· p(t)− pN+1

∂g

∂x
(x(t), u(t)), ṗN+1(t) = 0

由 tf 时刻边界条件：
∂h

∂x
(x(tf ))− p(tf ) = 0, 1− pN+1(tf ) = 0

可以看出，新加入的 pN+1(t) = 1恒成立，因此我只需要将H设置为

H(x(t), p(t), u(t)) = p(t) · f(x(t), u(t)) + g(x(t), u(t)) (1.53)

就可以直接使用上文中仅有终端代价问题的四个极值条件了。下面我们再考虑动力学方程和性能指标都可以显
含时间的情况，即 ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)，J [u] = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf
t0
g(x(t), u(t), t)dt，这可以通过引入新的状态

变量 ẋN+1(t) = 1, xN+1(t0) = t0 来将此问题归约到刚才求解过的问题（性能指标中含有运行代价，但性能指标
和动力学方程均不显含时间），此时的哈密顿量应当是：

H̄(x̄(t), u(t), p̄(t)) = g(x(t), u(t), t) + p(t) · f(x(t), u(t), t) + pN+1(1) · 1

为了和上面性能指标、动力学方程不显含 t 的情形下 H 的形式看起来一致，我们不希望最终的结论中出现 H̄，
而要出现H(x(t), u(t), p(t), t)，它定义为：

H̄(x̄(t), u(t), p̄(t) := H(x(t), u(t), p(t), t)+ pN+1(t) ⇒ H(x(t), u(t), p(t), t) = g(x(t), u(t), t)+ p(t) · f(x(t), u(t), t)

由 H̄的极值条件 H̄(x̄(t), u(t), p̄(t)) ≤ H̄(x̄(t), u′(t), p̄(t)), ∀u′(t) ∈ U，可知H(x(t), u(t), p(t), t) ≤ H(x(t), u′(t), p(t), t)，
∀u′(t) ∈ U，这是关于H的极值条件。考虑原有的状态变量、协态变量的演化：

ẋ(t) =
∂H̄(x̄, u, p)

∂p
=
∂H(x, u, p, t)

∂p
ṗ(t) = −∂H̄(x̄, u, p)

∂x
=
∂H(x, u, p, t)

∂x
(1.54)

利用边界条件：
0 =

∂h

∂x
(x(tf ), tf )− p(tf ) 0 =

∂h

∂t
(x(tf ), tf )− pN+1(tf ) (1.55)

以及
0 = H̄(x̄(tf ), u(tf ), p̄(tf )) = H(x(tf ), u(tf ), p(tf ), tf ) + pN+1(tf )
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将方程1.55中的第二式代入上式，得到：

0 = H(x(tf ), u(tf ), p(tf ), tf ) +
∂h

∂t
(x(tf ), tf ) (1.56)

我们看到这样的非自治系统的最优控制律和状态演化仍然由 H 对 u(t) 的极值条件，状态变量、协态变量满
足的正则方程组（方程1.54）以及边界条件（方程1.55，1.56）给出。相比于之前不含时的版本，我们失去了
H(x(t), u(t), p(t), t) = 0 恒成立这个性质。最后我们考虑系统的终端时刻、终端状态受约束的情形。设系统必
须落在目标集 S = {x(tf ) : m(x(tf ), tf ) = 0}中，仍然使用乘子法将约束放到性能指标中：

J̄ [u, λ] = h(x(tf ), tf ) + λ ·m(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt := h̄(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt

可以看出，除了需要满足哈密顿量 H(x(t), u(t), p(t), λ, t)对 u(t)的极值条件，状态变量、协态变量的演化方程
之外，需要满足边界条件：

∂h̄

∂x
(x(tf ), tf , λ)− p(tf ) = 0, m(x(tf ), tf ) = 0, H(x(tf ), u(tf ), p(tf ), λtf ) +

∂h̄

∂t
(x(tf ), tf , λ) = 0 (1.57)

1.4.3 连续时间动态规划：哈密顿-雅可比-贝尔曼方程

上面介绍的庞特里亚金极值原理是一种“面向策略”的方法，我们还有一种“面向值函数”的方法。定义值
函数 V (x, t)是在初始时刻 t，从初始状态 x出发，运行到终端时刻所需的最小代价，换言之：

V (x, t) = min
u(t)

[
h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

]
s.t.x(t) = x

简单起见，考虑一类终端时间固定、终端状态自由的最优控制问题：有状态变量 x(t)，控制变量 u(t)，系统动力
学方程 ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)，性能指标 J [u] = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf
t
g(x(τ), u(τ), τ)dτ。若值函数 V (x, t)二阶连续

可微，则如下 PDE（被称为 Hamilton-Jacobi-Bellman方程）是最优控制的充要条件：

−∂V
∂t

(x(t), t) = min
u(t)∈RM

H
(
x(t), u(t),

∂V (x(t), t)

∂x
, t

)
(1.58)

边界条件是：
V (x(tf ), tf ) = h(x(tf ), tf ) (1.59)

其中H = g + p · f。我们将分别对 HJB方程的必要性和充分性给予证明。
首先证明必要性：若 u(t)是最优控制，则 HJB方程必成立。这需要将值函数中的积分拆成两段：

V (x(t), t) = min
u(τ)

[
h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

]
= min

u(τ)

[
h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t+∆t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ +

∫ t+∆t

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

]

= min
u(τ)

[
V (x(t+∆t), t+∆t) +

∫ t+∆t

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

]
这里我们已经使用了序贯决策问题的最优子结构性质：若 u(τ), τ ∈ [t, tf ]是 τ ∈ [t, tf ]上的最优控制，则 u(τ), τ ∈
[t+∆t, tf ]必然是 τ ∈ [t+∆t, tf ]上的最优控制，如果不是，我们可以把 τ ∈ [t+∆t, tf ]这一段的控制律换掉，
这与 u(τ), τ ∈ [t, tf ]是最优控制矛盾。继续推导：

V (x(t), t) ≈ min
u(τ)

[
g(x(t), u(t), t)∆t+ V (x(t), t) +

∂V

∂t
(x(t), t)∆t+

∂V (x)

∂x
(x(t), t) · f(x(t), u(t), t)∆t

]
两侧同时减去 V (x(t), t)，并把

∂V

∂t
(x(t), t)∆t移到左侧（我们能做这两个操作是因为我们操作的项与 u(t)无关，

不受“取最小”这个操作的影响），然后两边除以 ∆t，直接得到 HJB方程。
接下来证明充分性。我们需要证明 HJB方程满足时：1）V (x(t), t)确实是值函数，2）且 u(t)确实是最优控

制。分两步完成这个证明，第一步证明 V (x0, t0)是在 t0时刻从 x0状态出发，施加某个控制律 u(t)的性能指标，
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这需要我们找到 V (x(t), t)的全导数。记：

u(t) = argmin
ξ

H
(
x(t), ξ,

∂V (x(t), t)

∂x
, t

)
那么：

−∂V
∂t

(x(t), t) = min
ξ

H
(
x(t), ξ,

∂V (x(t), t)

∂x
, t

)
= H

(
x(t), u(t),

∂V (x(t), t)

∂x
, t

)
= g(x(t), u(t), t) +

∂V (x(t), t)

∂x
· f(x(t), u(t), t)

移项：

0 = g(x(t), u(t), t) +
∂V (x(t), t)

∂x
· f(x(t), u(t), t) + ∂V

∂t
(x(t), t)

= g(x(t), u(t), t) +
∂V (x(t), t)

∂x
· ẋ+

∂V

∂t
(x(t), t)

= g(x(t), u(t), t) +
d

dt
[V (x(t), t)]

对 [t0, tf ]区间积分，得到：

V (x(t0), t0) = V (x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt

第二步，我们证明使得每时每刻H取最小值的控制律 u(t)确实是最优控制律。设我们使用了不同于最优控制的
控制律 u′(t)，系统的状态是 x′(t)，则：

−∂V
∂t

(x′(t), t) = min
ξ

H
[
x′(t), ξ,

∂V

∂x
(x′(t), t), t

]
≤ H

[
x′(t), u′(t),

∂V

∂x
(x′(t), t), t

]
使用与第一步中类似的推导，得到：

V (x′(t0) = x0, t0) ≤ V (x′(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x′(t), u′(t), t)dt

左侧是从 t0时刻出发，以 x0为初始状态，控制律 u(t)下的性能指标，右侧是控制律 u′(t)下的性能指标。所以
u(t)确实是最优控制。

最后，我们要证明
∂V

∂x
(x(t), t)就是协态变量，从而HJB方程给出了与庞特里亚金极值原理相同的H对 u(t)

的极值条件。直接追踪其时间演化（仍以 u(t)记代表最优控制）：
d

dt

[
∂V

∂x
(x(t), t)

]
=
∂2V

∂x2
(x(t), t)

dx

dt
+
∂2V

∂t∂x
(x(t), t)

=
∂2V

∂x2
(x(t), t) · f(x(t), u(t), t) + ∂2V

∂x∂t
(x(t), t)

=
∂2V

∂x2
(x(t), t) · f(x(t), u(t), t)− ∂

∂x

[
g(x(t), u(t), t) +

∂V

∂x
(x(t), t) · f(x(t), u(t), t)

]
= −∂g

∂x
(x(t), u(t), t)− ∂V

∂x
(x(t), t) · ∂f

∂x
(x(t), u(t), t)

= −∂H
∂x

(
x(t), u(t),

∂V

∂x
(x(t), t), t

)
所以

∂V

∂x
(x(t), t)的演化方程与 p(t)一致。边界条件 V (x(tf ), tf ) = h(x(tf ), tf )直接给出：

p(x(tf ), tf ) =
∂h

∂x
(x(tf ), tf )

tf 时刻使用 HJB方程给出：

0 =
∂h

∂x
(x(tf ), tf ) +H(x(tf ), u(tf ),

∂V

∂x
(x(tf ), tf ), tf )

这是前面动力学方程和性能指标含时问题的关于 p(t)和H(x, u, p, t)的边界条件。

28



1.4 Day 4: 弱水三千取一瓢

1.4.4 简单例子：线性二次型调节器

现在我们举一个简单且常用的例子：线性二次型调节器（LQR）。考虑系统有状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，
控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM，系统的动力学方程是:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) A(t) : [t0, tf ] → RN×N , B(t) : [t0, tf ] → RN×M

系统终端时刻 tf 固定，终端状态自由，控制变量无约束，最小化二次型的性能指标：

J [u] =
1

2
xT (tf )Hx(tf ) +

1

2

∫ tf

t0

[
xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)

]
dt

其中H ∈ RN×N，Q(t) : [t0, tf ] → RN×N，R(t) : [t0, tf ] → RM×M，H,Q(t)半正定，R(t)正定。首先使用庞特
里亚金极值原理求解这个问题。构造哈密顿量：

H(x, u, p, t) =
1

2
xT (t)Q(t)x(t) +

1

2
uT (t)R(t)u(t) + pT (t)A(t)x(t) + pT (t)B(t)u(t)

利用极值条件：
0 =

∂H
∂u

= R(t)u(t) +BT (t)p(t) ⇒ u(t) = −R−1(t)BT (t)p(t) (1.60)

这是 LQR问题的开环控制律 u(t)。将其代入哈密顿量，使用正则方程组即可得到状态变量、协态变量的演化：

M(t) =

[
A(t) −B(t)R−1(t)BT (t)

−Q(t) −AT (t)

] [
ẋ(t)

ṗ(t)

]
= M(t)

[
x(t)

p(t)

]
然而，这样的开环控制律是在使用之前预先计算好的，在实际使用中，系统常受到外界扰动导致系统状态偏离
开环控制律下的 x(t)，此时再给系统施加预先计算好的开环控制律可能会导致“越来越错”的效果，系统的鲁棒
性极差（没有反馈，就没有鲁棒性！这会导向一个被称为“鲁棒控制”的领域，专门设计控制器以最优化最坏情
况下的控制器性能！）。因此，我们希望计算一个反馈控制律/闭环控制律，显然是要将 p(t)用 x(t)表示出来。该
微分方程的解有如下形式： [

x(tf )

p(tf )

]
=

[
ϕ11(tf , t) ϕ12(tf , t)

ϕ12(tf , t) ϕ22(tf , t)

][
x(t)

p(t)

]

根据 p(t)的边界条件，有：

p(tf ) = Hx(tf ) ⇒ Hϕ11(tf , t)x(t) +Hϕ12(tf , t)p(t) = ϕ21(tf , t)x(t) + ϕ22(tf , t)p(t)

从这里解出：
p(t) = [ϕ22(tf , t)−Hϕ12(tf , t)]

−1[Hϕ11(tf , t)− ϕ21(tf , t)]x(t) := K(t)x(t)

这里的K(t)可以直接解 ODEs解出来，我们也可以导出K(t)服从的演化方程。将 p(t)代入 x(t), p(t)的演化方
程：

ẋ(t) = [A(t)−B(t)R−1(t)B(t)K(t)]x(t) K̇(t)x(t) +K(t)ẋ(t) = [−Q(t)−AT (t)K(t)]x(t)

消去 ẋ(t)，使得 (· · · )x(t) = 0中 x(t)前的系数得 0，可以得到K(t)满足的 Ricatti递归方程：

0 = K̇(t) +Q(t)−K(t)B(t)R−1(t)K(t) +K(t)A(t) +AT (t)K(t) (1.61)

边界条件K(tf ) = H。

这个问题也可以使用 HJB方程求解。哈密顿量中的 p(t)换成
∂V

∂x
：

H
(
x(t), u(t),

∂V

∂x
(x(t), t), t

)
=

1

2
xT (t)Q(t)x(t) +

1

2
uT (t)R(t)u(t) +

[
∂V

∂x
(x(t), t)

]
[A(t)x(t) +B(t)u(t)]

由H取极值得到：
u(t) = −R−1(t)B(t)

∂V

∂x
(x(t), t)

代入 HJB方程：

∂V

∂t
(x(t), t) +

1

2
xT (t)Q(t)x(t) +

[
∂V

∂x
(x(t), t)

]
A(t)x(t)− 1

2

[
∂V

∂x
(x(t), t)

]T
B(t)R−1(t)BT (t)

∂V

∂x
(x(t), t) = 0
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直接解这个方程当然是很难的，需要猜测值函数的形式。直接猜测它也是二次型，即V (x(t), t) =
1

2
xT (t)K(t)x(t)，

将其代入上式，可以得到与方程1.61相同的结果。

1.4.5 *试验内容：最优控制与经典力学的关系；一类最优控制问题的几何化

看到这里，相信每个人都会有点疑惑：为什么我们将H叫做“哈密顿量”？为什么状态变量和协态变量竟然
满足哈密顿正则方程组？这里给出一种也许可行的解释。首先我们说明其实有两种等效的极值原理。之前，我
们构造的哈密顿量是：

H = g(x(t), u(t), t) + p(t) · f(x(t), u(t), t)

正则方程组、极值条件：

ẋ =
∂H
∂p

= f ṗ = −∂H
∂x

= −∂g
∂x

− p · ∂f
∂x

u(t) = argmin
u(t)

H(x(t), u(t), p(t), t)

严格来说这个叫庞特里亚金极小值原理，还有另外一种极值原理，它的哈密顿量：

H′ = −g(x′(t), u′(t), t) + p′(t) · f(x′(t), u′(t), t)

正则方程组和极值条件：

ẋ′ =
∂H′

∂p′
= f ṗ′ = −∂H

′

∂x′
= +

∂g′

∂x′
− p′ · ∂f

′

∂x′
u′(t) = argmax

u′(t)
H′(x′(t), u′(t), p′(t), t)

这被称为严格来说这个叫庞特里亚金极大值原理。很容易证明它们二者是等价的，只需令 x′(t) = x(t), p′(t) =

−p(t), u(t) = u′(t)，则 H′ = −H，从而这个 u(t)在最小化 H的同时将最大化 H′，也就是说极小值原理和极大
值原理给出相同的控制律；并且，此时两套正则方程组也是完全相同的。

我们在极小值原理的框架下试着找找最优控制和经典力学的关系。由于整个经典力学都是在标准变分的框
架下推导的，没有使用针状变分，因此它的能力仅限于处理控制律无约束的最优控制问题。简便起见，考虑系
统有状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM，终端状态、终端时刻自由或固定（我们暂
时不管边界条件，先尝试做出 x(t), p(t)的演化方程），性能指标只有运行代价：J [u] =

∫ tf
t0
g(x(t), u(t), t)dt。一

个重要的特性是，经典力学是一种“命题作文”，系统演化的所有信息都包含在作用量中；最优控制是“完形填
空”，性能指标和动力学方程共同指定了系统的演化。所以首先我们要给最优控制问题找个作用量/拉氏量。一
种做法是：考虑 2N + M 维系统，将其前 N 个广义坐标 q1, · · · , qN 对应到状态变量 x1(t), · · ·xN (t)；将其第
N + 1 ∼ N +M 个广义坐标对应到控制变量 u1(t), · · · , uM (t)；将其第 N +M + 1 ∼ 2N +M 个广义坐标对应
到协态变量 p1(t), · · · pN (t)，使用如下拉氏量：

L(q, q̇, t) = −g(q, t) +
N∑
i=1

qN+M+i(q̇i − fi(q))

做个勒让德变换给出哈氏量。先求正则动量：

pi =
∂L

∂q̇i
= qN+M+i, pN+k =

∂L

∂q̇N+k
= 0 (k = 1, · · · ,M), pN+M+i =

∂L

∂q̇N+M+i
= 0 (i = 1, · · · , N)

注意这里的 p是正则动量，不是之前提到的协态变量（然而它们共用符号了）。我们之前把 qN+M+i设置成协态
变量，现在可以看到它们就是与前 N 个正则坐标对应的正则动量。求出哈氏量：

H =

2M+N∑
i=1

piq̇i − L

=

N∑
i=1

piq̇i −
N∑
i=1

pi(q̇i − fi(q, t)) + g(q, t)

= g(q, t) +

N∑
i=1

pifi(q, t)

这个就是我们在极大值原理中构造的哈密顿量。但是注意我们之前求出了 pN+k = 0, pN+M+i = 0，也就是说
系统有 N +M 个约束，根据 Dirac 的约束理论，我们需要在哈氏量中补充 N +M 个乘子。令 ϕN+k(p, q) =
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pN+k (k = 1, · · · ,M)，ϕN+M+j(p, q) = pN+M+j (j = 1, · · ·N)，加入乘子后的哈氏量是：

H† = g(q, t) +

N∑
i=1

pifi(q, t) +

M∑
k=1

ϕN+k(p, q)λN+k(t) +

N∑
j=1

ϕN+M+j(p, q)λN+M+j(t)

下面写出正则方程。关于下标 1, · · · , N 的正则方程是：

q̇i =
∂H
∂pi

= fi(q, t) ṗi = −∂H
∂qi

= −∂g(q, x)
∂qi

−
N∑
j=1

pj
∂fj(q, t)

∂qi

这是状态变量、协态变量的演化方程。关于下标 N + 1, · · · , N +M 的正则方程是：

q̇N+k =
∂H

∂pN+k
= λN+k(t) ṗN+k = − ∂H

∂qN+k
= −∂g(q, x)

∂qN+k
−

N∑
j=1

pj
∂fj(q, t)

∂qN+k
= 0

这里前一半方程不给出任何信息，后一半方程作为次级约束给出最优控制律。关于下标N +M + 1, · · · 2N +M

的正则方程是：
q̇N+M+i =

∂H
∂pN+M+i

= λN+M+i(t) ṗN+M+i = − ∂H
∂qN+M+i

= 0

从上面这些方程，我们可以看出 pN+kqN+M+i, pN+M+i 这三部分完全没用，通过求解 ṗN+k = 0这M 个方程，
在一些条件下（隐函数定理），我可将控制律 qN+k 以 qi, pi 显式写出。从而系统应当被视作在相空间的 2N 维
子流形上运动（换言之，原系统等价于一个 2N 维相空间中的新系统，这个新系统的哈氏量是 H′ = g(q, t) +∑N

i=1 pifi(q, t)，fi(q, t)中所有的控制变量使用 qi, pi 表示出），只有 qi, pi 是能有效描述系统状态的变量。
经典力学中的HJB方程和上述最优控制中的HJB方程有不同，经典力学中的HJB方程是关于经典作用量/第

二类正则变换生成函数的方程，其自变量是路径的终点；最优控制中的 HJB方程是关于值函数的方程，其自变
量是路径的起点。为了从经典力学的角度做出最优控制中的 HJB方程，我们需要研究从某一起点 (q, t)出发，到
达固定终点 (qf , tf )的路径的作用量。考虑扰动路径的初始点、初始时间和路径本身，作用量的变化是：

δS(q, t) =

∫ tf

t0

(
∂L
∂q

− d

dt

(
∂L
∂q̇

))
dt+

(
∂L
∂q̇
δq(t)

)
|tft0 − Lδt = −

(
∂L
∂q̇
δq(t)

)
|t0 − Lδt

利用关系 δq(t0) = dq − q̇(t0)δt，q′(t0 + δt)− q(t0) = dq，可知：

δS = −(p · dq − p · q̇dt)− Ldt = −p · dq +Hdt =
∂S

∂q
· dq + ∂S

∂t
dt

注意，按照上文中拉氏量的定义，路径的经典作用量 S =
∫
Ldt是值函数的相反数（我们在拉氏量中减去了运

行代价）。因此：

δV = +p · dq −Hdt =
∂V

∂q
· dq + ∂V

∂t
dt

从中直接提取出最优控制的 HJB方程：
∂V

∂t
(q, t) = −H

(
q,
∂V

∂q
, t

)
另一个有趣的问题是最优控制律下系统的轨迹可以被视作某个度规下的测地线吗？或者说我们能否找到一

套程序化的方式将最优控制问题几何化？这里浅浅讨论一类问题，系统有状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，控制变量
u1(t), u2(t), · · · , uM (t)都是标量函数，系统的动力学方程 ẋ = f0(x)+

∑M
i=1 uifi(x)，fi(x) : [t0, tf ]×RN → RN，

性能指标 J [u] =
∫ 1

2

∑M
i=1 u

2
idt。这个问题代表了一系列的能量最小化问题。这里我们从极大值原理的哈氏量出

发开始讨论（这只是因为我是从一些简单例子开始尝试的，从极大值原理出发导致后面的一些例子中，H将包
含一个关于 p的正定二次型，看起来比较顺眼），考虑庞特里亚金极大值原理的哈氏量：

H = pT

(
f0(x) +

M∑
i=1

uifi(x)

)
− 1

2

M∑
i=1

u2i

最优控制律是 ui = pT fi(x)，代入得到上文中提到的 2N 维相空间中的哈氏量：

H = pT f0(x) +
1

2

M∑
i=1

pTFi(x)p, Fi(x) = fi(x)f
T
i (x)
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从这里能看出其实最优控制和哈氏力学是自动兼容的，然而我们一般不在相空间中谈度规（相空间中只有正则
辛形式），在拉氏力学中，我们可以在构型空间上配备度规，比如如果拉氏量形如 L =

1

2
mij ẋ

iẋj − V (x)，我们
会有 Jacobi度规 gij = 2(E − V (x))mij，所以我们的第一个想法一定是试图把这个哈氏力学系统换到拉氏力学
系统。然而，这个变换要求

∑M
i=1 Fi(x)可逆。一般情况下这不可能，一种可行的方式是先补上一个 pT (ϵI)p，之

后再令 ϵ→ 0。令 F̃ (x) =
∑M

i=1 Fi(x) + ϵI，考虑哈氏量到拉氏量的变换：

H̃ = pT f0(x) +
1

2
pT F̃ (x)p⇒ L =

1

2
(ẋ− f0(x))

T F̃−1(x)(ẋ− f0(x))

这个拉氏量的形式可以归结为：
L =

1

2
mij(x)ẋ

iẋj +Ai(x)ẋ
i − V (x)

其实就是电磁场中经典带电粒子的拉氏量。我们声称这个拉氏量可以通过“升一维”的方式实现几何化：引入
新坐标 s，以下度规的测地线在 {x1, · · · , xN}上的投影与上述拉氏量给出的运动轨迹相同：

(dl)2 = mij(x)dx
idxj + ϕ(x)(ds+Ai(x)dx

i)2

我们来证明这一点，同时将未定的标量函数 ϕ(x)确定下来。由 E-L方程，原拉氏量给出的运动方程是：
1

2

∂mij

∂xk
ẋiẋj − ∂mkj

∂xl
ẋlẋj −mkj ẍ

j + Fkiẋ
i − ∂V

∂xk
= 0, Fki =

∂Ai

∂xk
− ∂Ak

∂xi

仍然使用 E-L方程求出 (dl)2 = · · · 度规的测地线，这需要构造拉氏量：

L̄ =
1

2
mij(x)ẋ

iẋj +
1

2
ϕ(x)

(
ṡ+Ai(x)ẋ

i
)2

显然 s是循环坐标，那么有守恒量：
ϕ(x)(ṡ+Ai(x)ẋ

i) = Const = Q

关于 xk 的 E-L方程给出：
1

2

∂mij

∂xk
ẋiẋj − ∂mkj

∂xl
ẋlẋj −mkj ẍ

j +QFkiẋ
i +

1

2

∂ϕ

∂xk
Q2

ϕ2(x)
= 0

对比可知 Q = 1，以及
Q2

ϕ2(x)

∂ϕ(x)

∂xk
= −∂V (x)

∂xk
⇒ 1

2

1

ϕ(x)
= V (x) + C

C 是任意常数。至此我们完成了证明。看看新引入的坐标 s，由于 ϕ(x)(ṡ+ Ai(x)ẋ
i) = 1，它不是独立的。s本

身不出现在度规中，因此 s的取值有规范自由性。在度规中出现了 (ds+Ai(x)dx
i)这样的项，如果我对磁场做

规范变换，使得 Ai(x) → Ai(x) + ∂iΛ(x)，那么我可以同时做变换：s→ s−Λ(x)使得度规保持不变。注意，电
磁场的规范变换与波函数/狄拉克旋量的相位变换一同出现，所以我完全可以认为我们的构型空间不是 RN ×R1，
而是 RN × S1，也就是说新加入的这个维度是个圆环，做变换 s → s+ 2π后回到原点。我们讨论的是如何为电
磁场中经典粒子的构型空间配备度规，但是这个理论有相对论协变版本（Kaluza-Klein理论），这是人类历史上
第一次统一引力和电磁相互作用的尝试，这种引入新的、被紧致化的维度的做法将通向弦论。

下面算一个例子。考虑非常经典的最优控制问题：

ẋ1 = x2 ẋ2 = u min

∫
1

2
u2dt

按照极大值原理的做法，哈氏量是 H = p1x2 + p2u − 1

2
u2，最优控制律是 u = p2，代入后得到哈密顿量 H =

p1x2 +
1

2
p22，加上我们之前提到的 ϵ−修正，并变成拉氏量：

H̃ =
1

2
ϵp21 + p1x2 +

1

2
(1 + ϵ)p22 ⇒ L =

1

2
(ẋ1 − x2)

2 +
1

2(1 + ϵ)
ẋ22

对比得：
m11 =

1

ϵ
, m22 =

1

(1 + ϵ)
, A1(x) = −x2

ϵ
, ϕ(x) = − ϵ

x22 + C
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不妨取 C = 1，构造度规：

(dl)2 =
1

ϵ
(dx1)

2 +
1

(1 + ϵ)
(dx2)

2 − ϵ

(x22 + 1)

(
ds− x2

ϵ
dx1

)2
仍然用 E-L方程把它的测地线做出来，令：

L̄ =
1

2ϵ
(ẋ1)

2 +
1

2(1 + ϵ)
(ẋ2)

2 − ϵ

2(x22 + 1)

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

)2
首先，s是循环坐标，所以：

∂L̄
∂ṡ

= − ∂ϵ

∂(x22 + 1)

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

)
= C1 = 1

x1 也是循环坐标，所以：
∂L
∂ẋ1

=
1

ϵ
ẋ1 +

ϵ

(x22 + 1)

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

) x2
ϵ

= C2 ⇒ ẋ1 = x2 + ϵC2

对 x2 的 E-L方程给出：

− 1

1 + ϵ
ẍ2 +

ϵ

(x22 + 1)2
x2

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

)2
+

ϵ

(x22 + 1)

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

) ẋ1
ϵ

⇒ ẍ2 = (1 + ϵ)C2

取 ϵ→ 0，立刻得到这个最优控制问题的解：

ẋ1 = x2 ẍ2 = C2 ⇒ x1(t) = A(t− t0)
3 +B(t− t0)

2 + C(t− t0) +D
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