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1.2 Day 2:跨越百年的汽笛声
“控制”的概念在蒸汽时代早已有之。当时有人（一说是改良蒸汽机的詹姆斯·瓦特，而维基百科认为这一

说法是错误的）为蒸汽机设计了离心式调速器。该装置在蒸汽机的转轴上连接了两颗摆球，根据离心力和重力
的力矩平衡可以知道，蒸汽机的转速越快，两颗摆球偏离竖直方向的角度越大。两颗摆球被连接到蒸汽机的阀
门上，摆球的偏角被用于控制进气阀门的开闭，从而将蒸汽机的转速维持在一定范围内。这可能是世界上最早
的控制装置之一。个人认为，在现代汉语的语境中，“控制”一词下面主要包含两个部分：1）对系统的性态（例
如稳定性）进行分析；2）泛函求极值。本节中我们首先探讨经典控制理论，它处理的是动力系统中极小的一部
分：单输入、单输出的线性时不变系统。

1.2.1 拉普拉斯变换、线性时不变系统与传递函数

之前我们说过，因为任意线性时不变系统对应了希尔伯特空间中的正规算符，我们将能找到一组基底将其
对角化。因此，在频率表象中处理问题十分简便。然而，不是所有函数 f(t)均有其傅里叶变换，f̃(ω)的存在性
依赖于平方可积条件： ∫ +∞

−∞
∥f(t)∥2dt <∞ (1.19)

为了解决某些信号无法进行傅里叶变换的问题，我们将引入拉普拉斯变换。考虑算符S，它与时间算符有
对易关系：

[T,S ] = −1 (1.20)

仍考虑S 对 T 的本征矢的作用。令算符 T = 1− S∆t，其中 ∆t→ 0，仿照前文推导有：

TT (∆t)|t⟩ = T |t⟩ −∆tTS |t⟩

= t|t⟩ −∆t(TS − S T + S T )|t⟩

= (t+∆t)|t⟩ −∆t · tS |t⟩

= (t+∆t)(1− S∆t)|t⟩

= (t+∆t)T (∆t)|t⟩ (1.21)

所以我们这里定义的 T = 1− S∆t也是平移算符。仍然考虑：

⟨t|T (∆t)|ψ⟩ = ⟨t|ψ⟩ −∆t⟨t|S |ψ⟩

= ⟨t−∆t|ψ⟩

= ⟨t|ψ⟩ − ∂

∂t
⟨t|ψ⟩∆t

从而求出：
⟨t|S |ψ⟩ = +

∂

∂t
⟨t|ψ⟩ (1.22)

现在考虑S 的本征矢量在 |t⟩下的分解。首先，如果 A,B 两个算符均为厄米算符，则：

[A,B]† = (AB)† − (BA)† = BA−AB = [B,A]

而上面的 [T,S ] = −1不满足这个结论。我们已经指定了 T 是厄米算符，从而S 必然不是厄米算符，它的本征
值可以是复数。考虑：

⟨t|S |s⟩ = s⟨t|s⟩ = ∂

∂t
⟨t|s⟩ ⇒ ⟨t|s⟩ = exp(st)

上式中，exp(st)之前本来应当有一个未定常数，简便起见，我们将此常数设置为 1。这样我们求出了S 的右本
征矢量在时间表象下的形式。注意：由于 s是非厄米的，因此 (|s⟩)† 并不是S 的左本征矢量。左本征矢量需要
重新求：

⟨ψ|S |t⟩ = − ∂

∂t
⟨ψ|t⟩ ⇒ ⟨s|t⟩s = − ∂

∂t
⟨s|t⟩ ⇒ ⟨s|t⟩ = exp(−st) (1.23)
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这里也将未定常数设置为 1。从而：

⟨s|ψ⟩ =
∫
⟨s|t⟩⟨t|ψ⟩ =

∫
exp(−st)⟨t|ψ⟩ (1.24)

这是我们熟悉的（双边）拉普拉斯变换。一般而言，在经典控制的分析中，我们会约定时间表象下 ⟨t|ψ⟩ = 0, ∀t < 0，
从而上面的积分可以不对 [−∞,+∞]进行，而是使用所谓单边拉普拉斯变换：

f̃(s) =

∫ +∞

0

exp(−st)f(t) (1.25)

在做拉普拉斯逆变换的时候，我们需要考虑 |s⟩, ⟨s|的完备性关系。注意 |s⟩是一组过完备的基底，因此在写出
完备性关系的时候，我们无需对 s ∈ C积分，应当注意：exp(−iωt)已经是希尔伯特空间中的一组完备基底，因
此 exp(−iωt) exp(σ)也是一组完备基底，这意味这完备性关系中的积分只需对复平面上平行于虚轴的一条直线
进行。将积分路径记为 Γ，设完备性关系的形式是：

1 = C0

∫
Γ

|s⟩⟨s|ds

两侧同乘 ⟨t|t′⟩，得到：

⟨t|t′⟩ = C0

∫
Γ

⟨t|s⟩⟨s|t′⟩ds

= C0

∫
Γ

exp(st) exp(−st)

取 Γ为 σ − i∞到 σ + i∞的直线：

⟨t|t′⟩ = C0

∫ +∞

−∞
exp(σ(t− t′)) exp(iω(t− t′))d(iω)

= iC0 exp(σ(t− t′))(2π)δ(t− t′)

= iC0(2π)δ(t− t′)

从而取 C0 =
1

2πi
，完备性关系：

1 =
1

2πi

∫ +∞

−∞
|σ + iω⟩⟨σ + iω|d(iω), σ ∈ R (1.26)

通过插入这个完备性关系，可得到拉普拉斯逆变换：

⟨t|ψ⟩ = 1

2πi

∫ +∞

−∞
⟨t|σ + iω⟩⟨σ + iω|ψ⟩d(iω) = 1

2πi

∫ +∞

−∞
exp((σ + iω)t)f̃(σ + iω)d(iω) (1.27)

下面直接给出拉普拉斯变换的常见性质，不再证明：
线性性质：L[af(t) = bg(t)] = af̃(s) + bg̃(s)

微分性质：L[f (n)(t)] = snf̃(s)−
∑n−1

k=0 s
n−1−kf̃ (k)(0−)

积分性质：L[
∫ t

0−
f(τ)dτ ] =

1

s
f̃(s)

频移性质：L[exp(at)f(t)] = exp(−sτ)f̃(s)
时移性质：L[f(t− τ)u(t− τ)] = exp(−sτ)f̃(s)
尺度变换：L[f(at)] = 1

a
f̃
( s
a

)
卷积性质：L[f(t) ∗ g(t)] = f̃(s)g̃(s)

我们同样可以将线性时不变系统的冲激响应的拉普拉斯变换定义为其传递函数 G(s)。若输入、输出的拉普
拉斯变换分别为 X(s), U(s)，则：

G(s) =
X(s)

U(s)
(1.28)

在经典控制中，我们通常需要在被控系统前面串联一个控制器，控制器自身也是一个单输入、单输出的时不变
系统，其传递函数为 C(s)。根据控制器输入量的不同，控制方式可被分为两类：

若控制器的输入与被控系统的输出无关，是某个人为指定的参考值，其拉普拉斯变换为 R(s)，这样的系统
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被称为开环控制系统，其输出 X(s) = R(s)C(s)G(s)

若控制器的输入是参考值与被控系统输出的差 E(s) = R(s)−X(s)，这样的系统被称为闭环控制系统。系

统的输出：X(s) = (R(s)−X(s))C(s)G(s) ⇒ X(s) =
C(s)G(s)R(s)

1 + C(s)G(s)
，因此，控制器和被控系统组成的新

系统的传递函数（闭环传递函数）是 Gcl(s) =
C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)
。

1.2.2 一阶、二阶系统的冲激与阶跃响应

现在考虑两种最典型的线性时不变系统。首先研究一个典型的一阶系统：
dx(t)

dt
+ ax(t) = au(t) (1.29)

其中 x(t)是系统的状态，u(t)是输入（控制量），考虑零初始状态（x(0) = 0），两侧做拉普拉斯变换可求出传递
函数：

sX(s) + aX(s) = aU(s) ⇒ G(s) =
a

s+ a
(1.30)

考虑两种最常见的输入：单位冲激函数，其拉普拉斯变换L[δ(t)] = 1；单位阶跃函数，其拉普拉斯变换为L[step(t)] =

L[1] = 1

s
。系统的冲激响应：

X(s) = U(s)G(s) = 1 · s

s+ a
⇒ x(t) = L(−1)

[
s

s+ a

]
= a exp(−at) (1.31)

在 a > 0时，系统的输出随时间衰减，反之 a < 0时系统要爆炸。再考虑阶跃响应：

X(s) = U(s)G(s) =
1

s
· a

s+ a
=

a

s(s+ a)
⇒ x(t) = L(−1)

[
1

s− 0
− 1

s+ a

]
= 1− exp(−at) (1.32)

在 a > 0时，系统的输出趋于终值 x(+∞) = 1，a < 0时系统爆炸。通常将 τ =
1

a
称为系统的时间常数，该常

数越小，系统的响应越快。
研究受迫的阻尼振子，一个典型的二阶系统：

m
d2x(t)

dt2
+ b

dx(t)

dt
+ kx(t) = f(t)

简便起见，定义系统的固有频率 ωn =

√
k

m
，阻尼比 ζ =

b

2
√
km
，系统的动力学方程写成：

d2x(t)

dt2
+ 2ζωn

dx(t)

dt
+ ω2

nx(t) = ω2
nu(t) (1.33)

仍然考虑零初始状态，两侧做拉普拉斯变换给出传递函数：

s2X(s) + 2ζωnsX(s) + ω2
nX(s) = ω2

nU(s) ⇒ G(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

(1.34)

考虑其阶跃响应，也就是说我们要对

X(s) = G(s)U(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

· 1
s

做拉普拉斯逆变换。当然这里可以使用上文中给出的逆变换公式计算，但是更简单的方式是将 X(s)写成
A

s− sp1

+
B

s− sp2

+
C

s− sp3

的形式，然后直接查表。为此，解出 X(s)的三个极点，即 s(s2 + 2ζωns+ ω2
n) = 0的三个零点是：

sp1
= 0, sp2

= −ζωn + ωn

√
1− ζ2i, sp3

= −ζωn − ωn

√
1− ζ2i (1.35)

此时比较两侧分子可求出 A,B,C，之后可直接查表求出 x(t)。一个有趣的观察是随着阻尼比 ζ 的增大，系统的
阶跃响应发生什么变化。在 ζ ∈ [0, 1)时，sp2

, sp3
的虚部均不为 0，此时B exp(sp2

t)+C exp(sp3
t)必然由于这个

虚部的存在而震荡，这一阶段称为欠阻尼；在 ζ = 1时，sp2 , sp3 的虚部消失，此时系统将无震荡地走向平衡点，
称为临界阻尼；在 ζ > 1时，sp2

= −(ζ +
√
ζ2 + 1)ωn，sp3

= −(ζ −
√
ζ2 + 1)ωn，随着 ζ 继续增大，sp2

逐渐向
实轴左侧无穷远处移动，而 sp3

逐渐向 0移动。此时系统收敛到平衡点的速度是被 sp3
控制的，因此随着阻尼的
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增大，收敛速度反而越来越慢了。这解释了为什么在临界阻尼时，二阶系统将会最快回到平衡点。在工程上，我
们也会关注二阶系统的一些重要性能指标，如输入为单位阶跃函数时，x(t)第一次达到 1的时间（上升时间 Tr，
仅在欠阻尼情形下可被定义）；系统输出的最大值与 1的差（最大超调量Mp，仅在欠阻尼情形下可被定义）；系
统输出进入 [0.98, 1.02]内的时间（稳定时间 Ts）。

1.2.3 传递函数与系统稳定性的关系、比例控制器和积分控制器

在讨论稳定性之前，需要先给平衡点的稳定性一个定义。考虑一个无输入（不受控）的线性时不变系统，称
xf 是系统的平衡点，若 x(t0) = xf ⇒ x(t) = xf , ∀t ≥ t0。由于我总可以任意平移系统的状态，简便起见，下文
的分析中均设系统的平衡点位于 xf = 0处。对于稳定性有两种定义：

若平衡点 xf = 0满足 ∀t0, ∀ϵ > 0, ∃δ(t0, ϵ) > 0，使得 ∥x(t0)∥ < δ(t0, ϵ)则 ∀t ≥ t0, ∥x(t)∥ < ϵ，此平衡点被
称为是李雅普诺夫稳定的。直观上，李雅普诺夫稳定性意味着：如果在任意时刻 t0系统进入了平衡点的 δ

邻域内，则此后系统将永远被限制在平衡点的 ϵ邻域内。
在李雅普诺夫稳定的基础上，如果平衡点还满足：∀t0, ∃δ(t0) > 0，使得 ∥x(t0)∥ < δ(t0)则 limt→∞ ∥x(t)∥ =

0，则称该平衡点是渐近稳定的。直观上，渐近稳定性意味着如果在任意时刻 t0 系统进入了平衡点的 δ邻
域内，则系统将最终停在平衡点上。

从上面对一阶、二阶系统的分析中可以发现，系统输出X(s)的极点位置将直接决定系统的稳定性。为了给出无
输入（不受控）系统的稳定性，我们可以直接研究系统传递函数（或者说系统的冲激响应）的极点位置。先说这
是为什么：考虑非零初始状态的系统：

dn

dtn
x(t) + cn−1

dn−1

dtn−1
x(t) + · · ·+ c1

d

dt
x(t) + c0x(t) = u(t)

记特征多项式 D(s) = sn + cn−1s
n−1 + · · ·+ c1s+ c0，系统输出的拉普拉斯变换：

X(s) =
U(s)

D(s)
+

#

D(s)

其中#是由于非零初始状态引入的常数。在 U(s) = 1时，零初始状态，但有冲激函数输入的响应
U(s)

D(s)
和非零

初始状态，但无输入的响应
#

D(s)
有相同的极点。所以我们只需分析系统冲激响应/传递函数的极点即可。显然

我们会将系统的传递函数做分式分解：

G(s) =
N(s)

(s− sp1
)(s− sp2

) · · · (s− spn
)
=

Cp1

(s− sp1
)
+

Cp2

(s− sp2
)
+ · · ·+ Cpn

(s− spn
)

(1.36)

它的拉普拉斯逆变换是
∑n

i=1 Cpi
exp(si · t)，显然，只有当系统传递函数的所有极点在虚轴左侧时，系统在冲激

响应下有 limt→∞ x(t) = 0，此时的无输入（不受控）系统是渐近稳定的。
现在我们知道，系统的极点位置直接影响系统的稳定性和各项性能指标，那么现在要做的就是通过在系统

前面串联一个控制器来改变整个系统（控制器与被控系统）的传递函数，从而使各项性能指标落到我们满意的
范围内。在设计控制器之前，我们先介绍拉普拉斯变换的终值定理，即若 limt→∞ f(t)存在，则有：

lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

0f̃(s) (1.37)

这个性质可以使用拉普拉斯变换的微分性质证明：

L[f ′(t)] =
∫ ∞

0

exp(−st)f(t)dt = sf̃(s)− f(0)

在两侧令 s→ 0，交换积分与极限的顺序就得到：

f(∞)− f(0) = lim
s→0

sf̃(s)− f(0) ⇒ f(∞) = lim
s→0

sf̃(s)

先来考虑最简单的一种控制器：直接将参考值 R(s)与输出值 X(s)之差乘以常数 KP 作为被控系统的输入，这
种控制称为比例控制。研究参考值为常数，即 r(t) = r,R(s) =

r

s
的情形，系统的输出：

X(s) =
C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)
R(s) =

C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)

r

s

10



1.2 Day 2:跨越百年的汽笛声

误差：

E(s) = R(s)−X(s) =
r

s

(
1

1 + C(s)G(s)

)
利用终值定理，并取 C(s) = Kp：

e(+∞) = r

(
1

1 + C(s)G(s)

)
= r

(
1

1 +KpG(s)

)
这是在时间无穷长时，参考值和系统输出间的误差，也就是所谓的稳态误差。上文中已分析过，n阶系统的传递
函数通常有 G(s) =

1

D(s)
，D(s) = sn + cn−1s

n−1 + · · ·+ c1s+ c0，从而 G(0) =
1

c0
。这意味着除非 c0 → 0，否

则系统的稳态误差必然存在，这是比例控制器的固有缺陷之一。为了消除这个稳态误差，我们显然应当改变控
制器的传递函数，使 lims→0 C(s) → ∞，一个自然的想法是令 C(s) =

KI

s
。此时 U(s) = C(s)E(s) =

K1

s
E(s)，

换言之，被控系统的输入 u(t) = KI

∫ t

0
e(τ)dτ，因此这种控制器相当于向被控系统输入了累积的误差，被称为积

分控制器。使用积分控制器后，系统的传函多出来一个
1

s
，或者说系统的特征多项式被乘了 s，所以系统实际上

升了一阶。以上两种控制器可以结合使用，就得到比例-积分控制器。

1.2.4 根轨迹和伯德图

本小节介绍两种常见的图解法。根轨迹指的是随系统参数变化，闭环传递函数极点（也就是特征方程D(s) =

0的根）在复平面上的移动轨迹。根轨迹可帮助我们调整控制器的参数（例如，我们往往希望所有极点中离虚轴
最近的那个离开虚轴的距离尽可能远，从而使系统收敛更快）。使用matlab或python中的control库可直接绘制根
轨迹，下文中仅列出手绘根轨迹的规则，不做证明。

手绘根轨迹时，简便起见，我们总是把变化的参数K视作比例控制器的增益。换言之，系统的闭环传函必须被

改写成Gcl(s) =
KG(s)

1 +KG(s)
的形式，这里的G(s)不一定是被控系统的传函，只是一个通过

KG(s)

1 +KG(s)
=原传函

解出来的等效传函。假设 G(s)有m个零点，n个极点，可被写成以下形式：

G(s) =
N(s)

D(s)
=

(s− sz1)(s− sz2) · · · (s− szm)

(s− sp1
)(s− sp2

) · · · (s− spn
)

可使用以下规则来粗略地绘制根轨迹：
根轨迹在复平面上有 min{m,n}条分支；
若 n = m，则随着K 从 0向 +∞移动，根轨迹总是从 G(s)的极点向零点移动;
若 n > m，则有 (n−m)条分支从极点指向无穷；若 n < m，则有 (m− n)条分支从无穷指向极点；
实轴上，根轨迹在从右向左数第奇数个极点或零点的左侧出现；
共轭复根成对出现，从而根轨迹关于实轴对称；

从无穷远处来或向无穷远处去的根轨迹将沿着渐近线移动。渐近线与实轴的交点为
∑
spn − szm
n−m

，与实轴
的夹角

θ =
2q + 1

n−m
π, q =

0, 1, · · · , n−m− 1 n > m

0, 1, · · · ,m− n− 1 n < m

此外，若点 s在根轨迹上，应满足 ∃K,KG(s) = −1，换言之，需要 ∥KG(s)∥ = 1，argKG(s) = −(2q+1)π, q =

±0,±1, · · ·。显然，无论 ∥G(s)∥为何值，总可找到K 使得 ∥KG(s)∥ = 1成立。因此只需根据是否有 argG(s) =

−(2q + 1)π, q = ±0,±1, · · · 即可判断点 s是否在根轨迹上。

下面介绍几种利用根轨迹来直观设计的控制器。考虑简单的二阶系统G(s) =
1

(s+ 1)s
，该系统的两支根轨迹

分别从 s = 0, s = 1出发，分别向左、向右移动，在 s = −1

2
处相遇，此后沿着虚轴向上/向下移动到无穷远。因此，

系统最快的收敛速度是 exp

(
−1

2
t

)
。为了让系统收敛更快，我们需要将根轨迹引向左半平面离虚轴更远处。利用

根轨迹从极点出发指向零点的性质，可以在左半平面深处放置一个零点，例如在系统前串联 C(s) = KDs+KP，

此时出现了新的零点 sz1 =
Kp

Kd
，从而随着K 的增加，闭环传函

C(s)G(s)

1 +KC(s)G(s)
的极点将继续向左移动。由于

11
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此时被控系统的输入是 u(t) = KDe
′(t) +KP e(t)，因此这种控制器被称为比例-微分控制器。至此，我们集齐了

所谓 PID（比例-积分-微分）控制器三幻神：比例-微分控制器负责创建新的闭环传函零点，可以将根轨迹移向左
侧来加速收敛；积分控制器负责消除稳态误差。

(a)二阶系统 G(s) =
1

s(s+ 1)
的根轨迹 (b)使用了比例-微分控制器 C(s) = s+2的二阶系统的根轨

迹

还有其他的将根轨迹尽可能左移的方法，例如所谓超前补偿器 C(s) =
s− szc
s− spc

，且 spc < szc < 0。这为系

统引入了一个新的极点和一个新的零点，且新极点在新零点的左侧。此时的根轨迹有三条：一条从新极点指向
新零点，另外的两条是仍然从原有的两个极点出发，沿着平行于虚轴的渐近线走向无穷远。但是此时的渐近线
向左移动了，这就使得系统的收敛速度更快了。我们检查这种控制器对稳态误差造成了何种影响。容易求出系

统的误差 E(s) =
R(s)

1 +KC(s)G(s)
，考虑单位阶跃输入 R(s) =

1

s
，由终值定理得到系统的稳态误差：

ess = lim
s→0

1

1 +
s− szc
s− spc

K
N(s)

D(s)

=
D(0)

D(0) +KN(0)
szc
spc

所以只使用形如 C(s) =
s− szc
s− spc

的控制器必然会引入稳态误差。
szc
spc
越大，稳态误差越小。但是在 szc < spc < 0

时，根轨迹的渐近线就要向右移动，系统的收敛速度反而变慢了。这种控制器称为滞后补偿器。

(a)使用了超前补偿 C(s) =
s+ 2

s+ 3
的二阶系统的根轨迹 (b)使用了滞后补偿 C(s) =

s+ 3

s+ 2
的二阶系统的根轨迹

下面只考虑绝对可积信号。在傅里叶变换的章节中我们已经知道，频率为 ω 的信号 exp(iωit) 通过传函为
G(s)的线性时不变系统后，振幅变化 ∥G(iωi)∥倍，相位移动 argG(iωi)。一些典型的例子包括：

12
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一阶系统G(s) =
a

s+ a
，∥G(s)∥ =

√√√√ 1(ωi

a

)2
+ 1
，argG(iωi) = − arctan

ωi

a
，可以认为这是一个低通滤波

器。

二阶系统 G(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

，∥G(iωi)∥ =

√
1

(1− Ω2)2 + 4ζ2Ω2
，argG(iωi) = − arctan

2ζΩ

1− Ω2
，

Ω =
ωi

ωn
。对于二阶系统而言，随着输入频率 ωi 的增大，∥G(iωi)∥ 先增大后减小。在 ωi 和 ωn 接近时，

∥G(iωi)∥较大。
伯德图是 ∥G(iωi)∥和 argG(iωi)的可视化。∥G(iωi)∥的纵轴计算方法是 20 log ∥G(iωi)∥，其实是输出振幅与输
入振幅之比取对数再乘以 20，单位是分贝。使用对数坐标使得串联系统的伯德图可以直接叠加，使用系数 20是
因为能量正比于振幅的平方。最后我们给出一些典型系统的伯德图。

(a)一阶系统 1

s+ 1
的伯德图 (b)二阶系统的伯德图
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