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Season #1完结宣言
本书的名字来源于一个相当困难的 Minecraft整合包：GregTech: New Horizons/格雷科技：新视野（https:

//www.gtnewhorizons.com/），选择使用这个名字是因为我们希望制造一本不同以往的控制教材。国内已有的
控制教材主要分为两派：一派讲解详细，然而全书以举例子为主，是典型的面向工科生的教材（e.g.胡寿松，自
动控制原理）；另一派更加现代、更加亲民，然而过于亲民的讲法意味着要放弃对部分高级内容的深入讲解（e.g.
王天威，控制之美）。本书的目标在于使用直观的方式讲解控制理论（或者说尽可能多地使读者理解控制理论），
为了真正做到这一点，我们希望传递一些重要观念（在荣格的原典中，这种从观念或观念世界中的意象出发的
思考方式被视为源自内倾思维功能），这些观念是控制理论的骨架，任何一个人可以从它们出发，配合具体的数
学工具、计算和证明技术来重建控制理论。此外，本书中的很多数学推导显然是不严格的，这是因为我认为在
研究理论物理类似物的时候，过度追求数学证明上的严格将成为推进的阻碍，因为我们能理解的东西远比我们
能证明的东西多得多！从另一个角度说，数学更应该被用于寻找各个问题、各个领域背后相似的结构。

控制理论或许是当今的夕阳学科，我们这样说是因为该学科已经到了行将就木（进入教科书）的年岁，相关
领域热度逐渐下降。本书中我们给出的各种新观点（这里的“新”指的是在以往教材中未被提及）只不过是在重
走前人已行之路。同时，控制是一个投入很大、产出（无论是指科研上的产出，还是指在世俗上获得的回报）较
小的领域（或许所有满足“The Party is Over.”的领域都是这样）。但是，这些现象都不代表对这个领域的重新思
考不会为我们带来新的启发。因此，为了体验从司空见惯的日常生活中抽象出问题的快乐，我们留在这里；为
了一窥这些问题背后精巧的数学结构，我们留在这里；为了在“数据驱动”的浪潮中呼唤理性的回归，我们留在
这里；为了召集和连接每一个思考者，让大家不再艰苦地孤军奋战，我们留在这里。

本书的第一季在龙堆控制器这一节结束。随着新的学期中对相关学科的进一步深入学习，第二季将很快回
归（我保证会在两年内搓出第二季）。最后列出本书第一季的主要参考资料（包括给予我启发的资料/教材）：

UCB EE120，信号与系统
胡寿松《自动控制原理》
王天威《控制之美 I/II》
张杰，王飞跃《最优控制》
陈童的量子新世界（https://newquanta.com/）
知乎用户@共青城双子星（知乎主页 https://www.zhihu.com/people/gqcshuang-zi-xing）
知乎用户@洛星尘（知乎主页 https://www.zhihu.com/people/zhx_ltuthson）
北京理工大学自然哲学社

https://www.gtnewhorizons.com/
https://www.gtnewhorizons.com/
https://newquanta.com/
https://www.zhihu.com/people/gqcshuang-zi-xing
https://www.zhihu.com/people/zhx_ltuthson
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1.1 Day 1：将时光凝聚成音符

1.1 Day 1：将时光凝聚成音符

1.1.1 傅里叶变换，时间表象与频率表象

众所周知，对于现实世界中的一个质点，我们可以使用R3中的矢量表示其位置；对刚体的转动操作是 SO(3)

群的群元，SO(3)群的最小维度的非平凡的不可约表示（定义表示）也将 SO(3)的任意群元表示为 R3 中的矢
量。信号是否能用矢量表示呢？考虑最贴近我们的生活的两种情况：1）信号可以是有限个像素的图像，这时你
只需要 torch.flatten(img)就把它变成矢量了；2）信号可以是在时间上延展的音频，此时，时间 t起到了和向
量下标 i相同的作用，直观上可以说音频信号是“无穷维”的矢量。形式化地，在本文中，信号被视为希尔伯特
空间中的矢量。要聊希尔伯特空间，要从复内积空间开始聊起。
在一个线性空间中装备内积，该线性空间就变成内积空间。在复内积空间中的内积必须满足性质：
（共轭）对称性：〈x,y〉 = 〈x,y〉
对第二个槽位的线性性：〈z, αx+ βy〉 = α〈z,x〉+ β〈z,y〉
正定性：〈x,x〉 ≥ 0，且 〈x,x〉 = 0当且仅当 x = 0。
在复内积空间的基础上，若空间中的任何柯西列都收敛到该空间中的某一点（或者直观来说，该空间没有

被挖一个洞），则称该空间是希尔伯特空间。
希尔伯特空间H到自身的线性映射被称为H上的线性算符。对于线性算符 O，可定义其伴随算符 O†：

〈x, Oy〉 = 〈O†x,y〉 (1.1)

若算符 O的伴随算符等于自身，即 O = O†，则称 O是自伴的或厄米的。厄米算符有实本征值，且对应不
同本征值的本征矢量互相正交。我们来证明这一性质。

首先证明其本征值是实数,设 v 是 O 的对应本征值 λ的本征矢量。由于 O 厄米，从而 〈v, Ov〉 = 〈Ov,v〉，
从而：

〈v, λv〉 = 〈λv,v〉 ⇒ λ⋆〈v,v〉 = λ〈v,v〉

立刻发现 λ是实数。下面证明本征矢量的正交性质。继续设 v1,v2是 O的对应本征值 λ1和 λ2的本征矢量，
从而 〈v1, Ov2〉 = 〈Ov1,v2〉，进一步地：

〈v1, λ2v2〉 = 〈λ1v1,v2〉 ⇒ λ2〈v1,v2〉 = λ1〈v1,v2〉

注意这里我们已经使用了本征值为实数的性质。由于 λ1, λ2 不等，从而 〈v1,v2〉 = 0，这就完成了证明。
此外，我们还会使用一个性质，即所谓谱定理。称一个算符 O是正规算符，若 O†O = OO†。谱定理指出有

限维复矢量空间上的正规算符均可被对角化。这意味着 N 维复矢量空间上的正规算符有 N 个线性无关的本征
矢量，这些本征矢量可以作为该复矢量空间的一组基底。不加证明地，我们直接将谱定理推广到无穷维复矢量
空间中。

显然，一般的两个线性映射（两个矩阵）的复合（乘法）不会满足交换律，希尔伯特空间中的算符亦然。定
义算符的对易子：

[A,B] = AB −BA (1.2)

若两个算符的对易子不为 0，则它们是不满足交换律的。下面我们的讨论将围绕一对特殊的算符展开。考虑无穷
维的希尔伯特空间，设我们有时间算符 T 和频率算符 Ω，它们均为厄米算符，且它们之间的对易子为：

[T,Ω] = i (1.3)

根据上文中提到的谱定理，既然 T,Ω都是无穷维希尔伯特空间中的厄米算符，则它们应当有无穷多本征矢
量，这些本征矢量构成希尔伯特空间的完备基底。对于空间中任何一个矢量，它既可以由 T 的本征矢量线性表
出，又可用 Ω的本征矢量线性表出。下面我们研究这两种线性表出的方式中，基底前面的系数有什么关系。下
文中我们将使用符号 |ψ〉代表希尔伯特空间中的矢量，使用 〈ψ|代表 |ψ〉的对偶矢量。内积 〈|ϕ〉, |ψ〉〉可以视作
|ϕ〉的对偶矢量 〈ϕ|作用在 |ψ〉上的结果，因此记作 〈ϕ|ψ〉。〈|ϕ〉, A|ψ〉〉被记作 〈ϕ|A|ψ〉。
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1.1 Day 1：将时光凝聚成音符

我们来考虑位置算符 Ω对时间算符 T 的本征矢的作用。将时间算符 T 的本征值为 t的本征矢记为 |t〉，我们
约定 |t〉满足正交归一关系，即：

〈t|t′〉 = δ(t− t′) (1.4)

考虑算符 T (∆t) = 1− iΩ∆t，其中 ∆t→ 0。将其作用在 |t〉上：

TT (∆t)|t〉 = T |t〉 − i∆tTΩ|t〉

= t|t〉 − i∆t(TΩ− ΩT +ΩT )|t〉

= (t+∆t)|t〉 − i∆t · t Ω|t〉

≈ (t+∆t)(1− iΩ∆t)|t〉

= (t+∆t)T (∆t)|t〉

(1.5)

在上面的推导中，我们已经忽略了二阶小量。可以看出，T |t〉 依然是 T 的本征矢，只不过其对应的本征值是
t+∆t，从而我们可以说算符 T (∆t)是（无穷小）时间平移算符，它对 T 的本征矢起到了平移作用。有限长时
间的平移算符可以通过无穷小时间的平移算符作用无穷多次来得到，不难看出，有限长时间平移算符的形式是：

T (t) = exp(−iΩt) (1.6)

直观上，我们可以说，有限长时间平移算符是由频率算符 Ω“生成”的，所以说频率算符是时间平移算符的“生
成元”。不难发现 T 满足性质 T †T = 1，我们将满足这个性质的算符称为幺正算符。（更严格地，我们是在说时
间平移算符是时间平移群在希尔伯特空间中的幺正表示，频率算符是其单位元处切空间内的一个元素。）

下面考虑 〈t|T (∆t)|ψ〉，|ψ〉是任意矢量，∆t→ 0。利用 〈t|T (∆t) = (T (−∆t)|t〉)† = 〈t−∆t|：

〈t|T (∆t)|ψ〉 = 〈t|ψ〉 − i∆t〈t|Ω|ψ〉

= 〈t−∆t|ψ〉

= 〈t|ψ〉 − ∂

∂t
〈t|ψ〉∆t

从而立刻得到：
〈t|Ω|ψ〉 = −i ∂

∂t
〈t|ψ〉 (1.7)

注意：在一些教科书上，你可能看到这样的记法：Ω = −i ∂
∂t
，但显然这种做法只是上式的简记（或者说是在

逗你玩），因为右边这个东西根本不是希尔伯特空间中的算符。个人认为更好的写法应该是Ω = −i
∫
|τ〉〈τ | ∂

∂τ
dτ，

或者采用@东云正树的记法 〈t|Ω = −i ∂
∂t
。

在研究最终问题之前（如何使用 T 和 Ω的本征矢来展开一个矢量），还需做一个准备，我们求出 〈t|ω〉，其
中 |ω〉是 Ω的本征值为 ω的本征矢，同样满足与 |t〉类似的正交关系，但是多了个系数：

〈ω|ω′〉 = (2π)δ(ω − ω′) (1.8)

直接利用上文中推导出的结论：
〈t|Ω|ω〉 = ω〈t|ω〉 = −i ∂

∂t
〈t|ω〉

该微分方程的解是：
〈t|ω〉 = C0 exp(iωt) (1.9)

利用前面约定过的，|t〉, |ω〉的正交归一关系，以及 δ(·)的积分表示：∫
dt〈ω′|t〉〈t|ω〉 = (2π)δ(ω − ω′) δ(k) =

1

2π

∫
exp(ikx)dx

推出系数 C0 = 1。从而：
〈ω|ψ〉 =

∫
dt〈ω|t〉〈t|ψ〉 =

∫
dt exp(−iωt)〈t|ψ〉 (1.10)
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1.1 Day 1：将时光凝聚成音符

其中已利用了 |t〉的完备性关系
∫
dt|t〉〈t| = 1。利用 |ω〉的完备性关系

∫
dω|ω〉〈ω| = 2π立刻得到：

〈t|ψ〉 = 1

2π

∫
dω〈t|ω〉〈ω|ψ〉 = 1

2π

∫
dω exp(+iωt)〈ω|ψ〉 (1.11)

这样，我们就导出了任意矢量 |ψ〉在 |t〉, |ω〉两组基底上展开系数的关系。上面这两个式子正是我们熟知的
傅里叶变换。〈t|ψ〉是我们通常说的时域中的信号 f(t)，而 〈ω|ψ〉则是频域中的信号 f(ω)，它们其实只是希尔伯
特空间中的同一个矢量在两组正交基上的投影。当我们在时域中处理问题时，我们总是把代表信号的矢量投影
到 |t〉这组基底上，我们说我们是在时间表象（Representation）中处理问题，相似地，在频域中处理问题时，我
们总是把信号投影到 |ω〉这组基底上，我们说我们是在频率表象中处理问题。

1.1.2 傅里叶变换的性质、线性时不变系统

下面介绍傅里叶变换的重要性质，先从简单的开始。简便起见，时间表象中的信号被记作 f(t)，而频率表象
中的信号被记作 f̃(ω)：
线性性：F [af1(t) + bf2(t)] = af̃1(ω) + bf̃2(ω)，由于信号是希尔伯特空间中矢量，显然成立。
时移性质：F [f(t− t0)] = f̃(ω) exp(−iωt0)。利用时间平移算符的定义容易证明。
频移性质：F [exp(iω0)f(t)] = f̃(ω − ω0)。Ω是时间平移的生成元，T 是频移生成元。

尺度变换：F [f(at)] =
1

|a|
f̃
( a
ω

)
。

两次傅里叶变换：f(t)两次正变换得到 2πf(−t)。做完第一次变换后，将反变换中 t换成 −t即可看出这个结果。

时域微分：求导一次多一个 iω，即 F
[
dn

dtn

]
= (iω)nf̃(ω)，证明：∫ +∞

−∞
f ′(t) exp(−iωt)dt = [f(t) exp(−iωt)]+∞

−∞ − (−iω)
∫

exp(−iωt)f(t)dt

= 0 + iω

∫
exp(−ωt)f(t)dt

频域微分：F [(−it)f(t)] = d

dω
f̃(ω)，证明：正变换两侧对 ω求导：

d

dω
f̃(ω) =

∫
f(t)(−it) exp(−iωt)dt

傅里叶变换有一系列重要性质是所谓卷积性质。但是在研究卷积性质之前，我们先介绍卷积这个操作是怎
么来的，这需要研究线性时不变系统。线性时不变系统显然是吃掉一个信号，吐出另一个信号的东西，因此它也
是希尔伯特空间中的线性算符。直观起见，我们在时间表象中叙述其性质。称线性算符 T 是线性时不变（Linear
Time-Invariance）系统，若它除了线性性（废话）之外还满足性质（时不变性）：

T [x(t)] = y(t) ⇒ T [x(t− t0)] = y(t− t0) (1.12)

这个性质使我们可以方便地求出其输出。定义 LTI系统输入 δ(·)函数后的输出为冲激响应 h(t) = T [δ(t)]。对于
任意输入信号，它在 t时刻的值可以利用 δ(·)筛选出来：x(t) =

∫
dτx(τ)δ(t− τ)，利用 LTI系统的两个性质：

y(t) = T [x(t)] =

∫
dτx(τ)h(t− τ) (1.13)

因此，LTI系统的输出是输入信号和冲激响应的卷积，直观上，这意味着 τ +∆τ 时间内的输入 x(τ)∆τ 可以被冲
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1.1 Day 1：将时光凝聚成音符

激函数 δ(t− τ)x(τ)∆τ 替代，然后所有的输入叠加。下面证明傅里叶变换的卷积性质：F [x(t)∗h(t)] = f̃(ω)h̃(ω)

ỹ(ω) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ exp(−iωt)dt

=

∫
x(τ)

∫
h(t− τ) exp(−iωt)dtdτ

=

∫
x(τ)

∫
h(u) exp(−iω(u+ τ))dudτ

=

∫
x(τ) exp(−iωτ)h̃(ω)dτ

= x̃(ω)h̃(ω)

也就是说，时间表象上两个信号的卷积，傅里叶变换后得到频率表象上两个信号的相乘。这个结果也说明频率
表象中，LTI系统的输入和输出有关系：

h̃(ω) =
ỹ(ω)

x̃(ω)
(1.14)

这里的 h̃(ω)就是之前介绍的时间表象上冲激响应的傅里叶变换，又被称为传递函数（在后面介绍的自动控制原
理中，我们将利用拉普拉斯变换再定义一次传递函数）。这个写法其实意味着代表任意线性时不变系统的算符 T

是可以使用 |ω〉这组基底对角化的，也就是 T |ω〉 = h̃(ω)|ω〉，因此，任意线性时不变系统是希尔伯特空间中的正
规算符（h̃(ω)显然不一定是实数）。

此外，考虑 ∫
〈ψ|t〉〈t|ψ〉dt = 〈ψ|ψ〉 1

2π

∫
〈ψ|ω〉〈ω|ψ〉 = 〈ψ|ψ〉

立刻得到所谓帕塞瓦尔等式： ∫
‖ψ(t)‖2dt = 1

2π

∫
‖ψ(ω)‖2dω (1.15)

此外，傅里叶变换有重要性质：信号的时间表象 f(t)和频率表象 f̃(ω)不能被同时确定。为了说明这一点，
我们先证明更一般的不确定性关系。设有信号 |ψ〉模长为 1，以及给定任意两个厄米算符 A,B，考虑表达式：

〈ψ|A|ψ〉 =
∫

dαdα′〈ψ|α〉〈α|A|α′〉〈α′|ψ〉

=

∫
αψ2(α)dα

这里的 |α〉是A的正交归一本征矢。换言之，若将 ψ2(α)视作概率密度（这意味着我使用了一个概率诠释：A,B
是（信号的）某种可观测量，每次进行观测时，有 ‖〈α|ψ〉‖2的概率得到 α这个结果），则上式是期望的形式。引
入新的算符：

∆A = A− 〈ψ|A|ψ〉I ∆B = B − 〈ψ|B|ψ〉

立刻看出：
〈ψ|(∆A)2|ψ〉 = 〈ψ|A2|ψ〉 − (〈ψ|A|ψ〉)2

回忆对于随机变量 X，有 Var[X] = E[X2]− (E[X])2，上面这个式子可理解为“α的方差”。考虑：

Var[α]Var[β] = 〈ψ|(∆A)2|ψ〉〈ψ|(∆B)2|ψ〉

= 〈ψ|(∆A)†(∆A)|ψ〉〈ψ|(∆B)†(∆B)|ψ〉

= 〈f |f〉〈g|g〉 |f〉 = ∆A|ψ〉, |g〉 = ∆B|ψ〉

≥ (〈f |g〉)2

最后一步使用了柯西-施瓦茨不等式。而 〈f |g〉 = 〈ψ|∆A∆B|ψ〉，而：

∆A∆B =
1

2
{∆A,∆B}+ 1

2
[∆A,∆B], {∆A,∆B} = ∆A∆B +∆B∆A

5



1.1 Day 1：将时光凝聚成音符

类比 ‖x+ iy‖2 ≥ y2，我可以把 {·, ·}的部分扔掉：

Var[α]Var[β] ≥ 1

4
(〈ψ|[∆A,∆B]|ψ〉)2 =

1

4
(〈ψ|[A,B]|ψ〉)2 (1.16)

这是一般的不确定性关系，两个“方差”的乘积由两个算符的对易子决定。两个不对易的“可观测量”，例如本
文中的时间和频率将不能同时被精确地确定。现在令 A = T,B = Ω，上式变成：

Var[t]Var[ω] ≥ 1

4

或者显式地写出这个结果： (∫
‖ψ(t)‖2(t− t̄)2

)(∫
‖ψ(ω)‖2(ω − ω̄)2

)
≥ 1

4
(1.17)

1.1.3 采样定理

最后介绍采样定理。我们想问：在时间表象中，若我以固定的间隔采样信号上的点，我是否能仅凭这些采样
点恢复原信号？答案是有可能。简便起见，设采样间隔为 T，即我在 −nT,−(n− 1)T, · · · − T, 0, T, · · · , nT 进行
了采样，记采样角频率 ωs =

2π

T
，则下面的插值方式有可能恢复原信号：

fr(t) =

+∞∑
n=−∞

f(nT )sinc
(
t− nT

T

)
(1.18)

恢复成功，即 xt(t) = x(t)的条件是原信号的角频率有上界，即 ∃ωM , ∀‖ω‖ ≥ ωM , f̃(ω) = 0成立，且 ωS > 2ωM。
这有一个十分直观的证明方式，考虑有如下 hr(t)冲激响应的 LTI系统，并给系统输入 fp(t)：

ht(t) = sinc
(
t

T

)
fp(t) =

+∞∑
n=−∞

f(nT )δ(t− nT )

显然有 f̃r(ω) = h̃r(ω)f̃p(ω)，我们现在只需研究是否有 f̃r(ω) = f̃(ω)即可。注意 sinc(·)函数的傅里叶变换有特
殊的形式：

h̃r(ω) =

T ‖ω‖ < π

T

0 ‖ω‖ > π

T
=
ωs

2

也就是说这个 hr(·)仅仅在复平面上的一个圆盘内有值，这个圆盘的半径是
ωs

2
。下面求出 f̃p(ω)。注意到：

fp(t) =

(
+∞∑

n=−∞
δ(t− nT )

)
· f(t) := s(t) · f(t)

所以我要分别研究其中两个部分的傅里叶变换再做卷积。s(t)的傅里叶变换可能不好直接求，但是由于 s(t)是
周期信号，我可以先将其展开成傅里叶级数，再做傅里叶变换：

s(t) =
1

T

+∞∑
k=−∞

exp(ikωst) ⇒ s̃(ω) = ωs

+∞∑
k=−∞

δ(ω − kωs)

s(t)中含有 kωs 这些所有频率。从而：

f̃p(ω) =
1

T

+∞∑
k=∞

f̃(ω − kωs)

这意味着采样的效果是将原有信号的频谱沿着实轴（因为 ωs 是实数）复制若干份，采样频率越高（间隔越短），
这些频谱的拷贝之间的间隔就越大。若 ωs > 2ωM，则 f̃(ω ± 0ωs) 这“段”频谱将被完全覆盖在 h̃(ω) 的非零
圆盘之内，而 f̃(ω ± 1ωs)将被完全排除在圆盘外，此时 f̃r(ω) = f̃(ω)，信号被完全恢复了；若 ωs < 2ωM，则
f̃(ω± 0ωs)和 f̃(ω± 1ωs)将“混叠”在一起，此时当然 f̃r(ω) 6= f̃(ω)。这就证明了采样定理。更严格地表述，考

虑上面定义的频率有界的信号集合，也就是希尔伯特空间H的子空间HωM
，则

{
sinc

(
t− nT

T

)}
, T =

π

ωM
是

HωM
上的一组正交完备基底。
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1.2 Day 2:跨越百年的汽笛声
“控制”的概念在蒸汽时代早已有之。当时有人（一说是改良蒸汽机的詹姆斯·瓦特，而维基百科认为这一

说法是错误的）为蒸汽机设计了离心式调速器。该装置在蒸汽机的转轴上连接了两颗摆球，根据离心力和重力
的力矩平衡可以知道，蒸汽机的转速越快，两颗摆球偏离竖直方向的角度越大。两颗摆球被连接到蒸汽机的阀
门上，摆球的偏角被用于控制进气阀门的开闭，从而将蒸汽机的转速维持在一定范围内。这可能是世界上最早
的控制装置之一。个人认为，在现代汉语的语境中，“控制”一词下面主要包含两个部分：1）对系统的性态（例
如稳定性）进行分析；2）泛函求极值。本节中我们首先探讨经典控制理论，它处理的是动力系统中极小的一部
分：单输入、单输出的线性时不变系统。

1.2.1 拉普拉斯变换、线性时不变系统与传递函数

之前我们说过，因为任意线性时不变系统对应了希尔伯特空间中的正规算符，我们将能找到一组基底将其
对角化。因此，在频率表象中处理问题十分简便。然而，不是所有函数 f(t)均有其傅里叶变换，f̃(ω)的存在性
依赖于平方可积条件： ∫ +∞

−∞
‖f(t)‖2dt <∞ (1.19)

为了解决某些信号无法进行傅里叶变换的问题，我们将引入拉普拉斯变换。考虑算符S，它与时间算符有
对易关系：

[T,S ] = −1 (1.20)

仍考虑S 对 T 的本征矢的作用。令算符 T = 1− S∆t，其中 ∆t→ 0，仿照前文推导有：

TT (∆t)|t〉 = T |t〉 −∆tTS |t〉

= t|t〉 −∆t(TS − S T + S T )|t〉

= (t+∆t)|t〉 −∆t · tS |t〉

= (t+∆t)(1− S∆t)|t〉

= (t+∆t)T (∆t)|t〉 (1.21)

所以我们这里定义的 T = 1− S∆t也是平移算符。仍然考虑：

〈t|T (∆t)|ψ〉 = 〈t|ψ〉 −∆t〈t|S |ψ〉

= 〈t−∆t|ψ〉

= 〈t|ψ〉 − ∂

∂t
〈t|ψ〉∆t

从而求出：
〈t|S |ψ〉 = +

∂

∂t
〈t|ψ〉 (1.22)

现在考虑S 的本征矢量在 |t〉下的分解。首先，如果 A,B 两个算符均为厄米算符，则：

[A,B]† = (AB)† − (BA)† = BA−AB = [B,A]

而上面的 [T,S ] = −1不满足这个结论。我们已经指定了 T 是厄米算符，从而S 必然不是厄米算符，它的本征
值可以是复数。考虑：

〈t|S |s〉 = s〈t|s〉 = ∂

∂t
〈t|s〉 ⇒ 〈t|s〉 = exp(st)

上式中，exp(st)之前本来应当有一个未定常数，简便起见，我们将此常数设置为 1。这样我们求出了S 的右本
征矢量在时间表象下的形式。注意：由于 s是非厄米的，因此 (|s〉)† 并不是S 的左本征矢量。左本征矢量需要
重新求：

〈ψ|S |t〉 = − ∂

∂t
〈ψ|t〉 ⇒ 〈s|t〉s = − ∂

∂t
〈s|t〉 ⇒ 〈s|t〉 = exp(−st) (1.23)

7
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这里也将未定常数设置为 1。从而：

〈s|ψ〉 =
∫
〈s|t〉〈t|ψ〉 =

∫
exp(−st)〈t|ψ〉 (1.24)

这是我们熟悉的（双边）拉普拉斯变换。一般而言，在经典控制的分析中，我们会约定时间表象下 〈t|ψ〉 = 0, ∀t < 0，
从而上面的积分可以不对 [−∞,+∞]进行，而是使用所谓单边拉普拉斯变换：

f̃(s) =

∫ +∞

0

exp(−st)f(t) (1.25)

在做拉普拉斯逆变换的时候，我们需要考虑 |s〉, 〈s|的完备性关系。注意 |s〉是一组过完备的基底，因此在写出
完备性关系的时候，我们无需对 s ∈ C积分，应当注意：exp(−iωt)已经是希尔伯特空间中的一组完备基底，因
此 exp(−iωt) exp(σ)也是一组完备基底，这意味这完备性关系中的积分只需对复平面上平行于虚轴的一条直线
进行。将积分路径记为 Γ，设完备性关系的形式是：

1 = C0

∫
Γ

|s〉〈s|ds

两侧同乘 〈t|t′〉，得到：

〈t|t′〉 = C0

∫
Γ

〈t|s〉〈s|t′〉ds

= C0

∫
Γ

exp(st) exp(−st)

取 Γ为 σ − i∞到 σ + i∞的直线：

〈t|t′〉 = C0

∫ +∞

−∞
exp(σ(t− t′)) exp(iω(t− t′))d(iω)

= iC0 exp(σ(t− t′))(2π)δ(t− t′)

= iC0(2π)δ(t− t′)

从而取 C0 =
1

2πi
，完备性关系：

1 =
1

2πi

∫ +∞

−∞
|σ + iω〉〈σ + iω|d(iω), σ ∈ R (1.26)

通过插入这个完备性关系，可得到拉普拉斯逆变换：

〈t|ψ〉 = 1

2πi

∫ +∞

−∞
〈t|σ + iω〉〈σ + iω|ψ〉d(iω) = 1

2πi

∫ +∞

−∞
exp((σ + iω)t)f̃(σ + iω)d(iω) (1.27)

下面直接给出拉普拉斯变换的常见性质，不再证明：
线性性质：L[af(t) = bg(t)] = af̃(s) + bg̃(s)

微分性质：L[f (n)(t)] = snf̃(s)−
∑n−1

k=0 s
n−1−kf̃ (k)(0−)

积分性质：L[
∫ t

0−
f(τ)dτ ] =

1

s
f̃(s)

频移性质：L[exp(at)f(t)] = exp(−sτ)f̃(s)
时移性质：L[f(t− τ)u(t− τ)] = exp(−sτ)f̃(s)
尺度变换：L[f(at)] = 1

a
f̃
( s
a

)
卷积性质：L[f(t) ∗ g(t)] = f̃(s)g̃(s)

我们同样可以将线性时不变系统的冲激响应的拉普拉斯变换定义为其传递函数 G(s)。若输入、输出的拉普
拉斯变换分别为 X(s), U(s)，则：

G(s) =
X(s)

U(s)
(1.28)

在经典控制中，我们通常需要在被控系统前面串联一个控制器，控制器自身也是一个单输入、单输出的时不变
系统，其传递函数为 C(s)。根据控制器输入量的不同，控制方式可被分为两类：

若控制器的输入与被控系统的输出无关，是某个人为指定的参考值，其拉普拉斯变换为 R(s)，这样的系统

8
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被称为开环控制系统，其输出 X(s) = R(s)C(s)G(s)

若控制器的输入是参考值与被控系统输出的差 E(s) = R(s)−X(s)，这样的系统被称为闭环控制系统。系

统的输出：X(s) = (R(s)−X(s))C(s)G(s) ⇒ X(s) =
C(s)G(s)R(s)

1 + C(s)G(s)
，因此，控制器和被控系统组成的新

系统的传递函数（闭环传递函数）是 Gcl(s) =
C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)
。

1.2.2 一阶、二阶系统的冲激与阶跃响应

现在考虑两种最典型的线性时不变系统。首先研究一个典型的一阶系统：
dx(t)

dt
+ ax(t) = au(t) (1.29)

其中 x(t)是系统的状态，u(t)是输入（控制量），考虑零初始状态（x(0) = 0），两侧做拉普拉斯变换可求出传递
函数：

sX(s) + aX(s) = aU(s) ⇒ G(s) =
a

s+ a
(1.30)

考虑两种最常见的输入：单位冲激函数，其拉普拉斯变换L[δ(t)] = 1；单位阶跃函数，其拉普拉斯变换为L[step(t)] =

L[1] = 1

s
。系统的冲激响应：

X(s) = U(s)G(s) = 1 · s

s+ a
⇒ x(t) = L(−1)

[
s

s+ a

]
= a exp(−at) (1.31)

在 a > 0时，系统的输出随时间衰减，反之 a < 0时系统要爆炸。再考虑阶跃响应：

X(s) = U(s)G(s) =
1

s
· a

s+ a
=

a

s(s+ a)
⇒ x(t) = L(−1)

[
1

s− 0
− 1

s+ a

]
= 1− exp(−at) (1.32)

在 a > 0时，系统的输出趋于终值 x(+∞) = 1，a < 0时系统爆炸。通常将 τ =
1

a
称为系统的时间常数，该常

数越小，系统的响应越快。
研究受迫的阻尼振子，一个典型的二阶系统：

m
d2x(t)

dt2
+ b

dx(t)

dt
+ kx(t) = f(t)

简便起见，定义系统的固有频率 ωn =

√
k

m
，阻尼比 ζ =

b

2
√
km
，系统的动力学方程写成：

d2x(t)

dt2
+ 2ζωn

dx(t)

dt
+ ω2

nx(t) = ω2
nu(t) (1.33)

仍然考虑零初始状态，两侧做拉普拉斯变换给出传递函数：

s2X(s) + 2ζωnsX(s) + ω2
nX(s) = ω2

nU(s) ⇒ G(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

(1.34)

考虑其阶跃响应，也就是说我们要对

X(s) = G(s)U(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

· 1
s

做拉普拉斯逆变换。当然这里可以使用上文中给出的逆变换公式计算，但是更简单的方式是将 X(s)写成
A

s− sp1

+
B

s− sp2

+
C

s− sp3

的形式，然后直接查表。为此，解出 X(s)的三个极点，即 s(s2 + 2ζωns+ ω2
n) = 0的三个零点是：

sp1
= 0, sp2

= −ζωn + ωn

√
1− ζ2i, sp3

= −ζωn − ωn

√
1− ζ2i (1.35)

此时比较两侧分子可求出 A,B,C，之后可直接查表求出 x(t)。一个有趣的观察是随着阻尼比 ζ 的增大，系统的
阶跃响应发生什么变化。在 ζ ∈ [0, 1)时，sp2

, sp3
的虚部均不为 0，此时B exp(sp2

t)+C exp(sp3
t)必然由于这个

虚部的存在而震荡，这一阶段称为欠阻尼；在 ζ = 1时，sp2 , sp3 的虚部消失，此时系统将无震荡地走向平衡点，
称为临界阻尼；在 ζ > 1时，sp2

= −(ζ +
√
ζ2 + 1)ωn，sp3

= −(ζ −
√
ζ2 + 1)ωn，随着 ζ 继续增大，sp2

逐渐向
实轴左侧无穷远处移动，而 sp3

逐渐向 0移动。此时系统收敛到平衡点的速度是被 sp3
控制的，因此随着阻尼的
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增大，收敛速度反而越来越慢了。这解释了为什么在临界阻尼时，二阶系统将会最快回到平衡点。在工程上，我
们也会关注二阶系统的一些重要性能指标，如输入为单位阶跃函数时，x(t)第一次达到 1的时间（上升时间 Tr，
仅在欠阻尼情形下可被定义）；系统输出的最大值与 1的差（最大超调量Mp，仅在欠阻尼情形下可被定义）；系
统输出进入 [0.98, 1.02]内的时间（稳定时间 Ts）。

1.2.3 传递函数与系统稳定性的关系、比例控制器和积分控制器

在讨论稳定性之前，需要先给平衡点的稳定性一个定义。考虑一个无输入（不受控）的线性时不变系统，称
xf 是系统的平衡点，若 x(t0) = xf ⇒ x(t) = xf , ∀t ≥ t0。由于我总可以任意平移系统的状态，简便起见，下文
的分析中均设系统的平衡点位于 xf = 0处。对于稳定性有两种定义：

若平衡点 xf = 0满足 ∀t0, ∀ϵ > 0, ∃δ(t0, ϵ) > 0，使得 ‖x(t0)‖ < δ(t0, ϵ)则 ∀t ≥ t0, ‖x(t)‖ < ϵ，此平衡点被
称为是李雅普诺夫稳定的。直观上，李雅普诺夫稳定性意味着：如果在任意时刻 t0系统进入了平衡点的 δ

邻域内，则此后系统将永远被限制在平衡点的 ϵ邻域内。
在李雅普诺夫稳定的基础上，如果平衡点还满足：∀t0, ∃δ(t0) > 0，使得 ‖x(t0)‖ < δ(t0)则 limt→∞ ‖x(t)‖ =

0，则称该平衡点是渐近稳定的。直观上，渐近稳定性意味着如果在任意时刻 t0 系统进入了平衡点的 δ邻
域内，则系统将最终停在平衡点上。

从上面对一阶、二阶系统的分析中可以发现，系统输出X(s)的极点位置将直接决定系统的稳定性。为了给出无
输入（不受控）系统的稳定性，我们可以直接研究系统传递函数（或者说系统的冲激响应）的极点位置。先说这
是为什么：考虑非零初始状态的系统：

dn

dtn
x(t) + cn−1

dn−1

dtn−1
x(t) + · · ·+ c1

d

dt
x(t) + c0x(t) = u(t)

记特征多项式 D(s) = sn + cn−1s
n−1 + · · ·+ c1s+ c0，系统输出的拉普拉斯变换：

X(s) =
U(s)

D(s)
+

#

D(s)

其中#是由于非零初始状态引入的常数。在 U(s) = 1时，零初始状态，但有冲激函数输入的响应
U(s)

D(s)
和非零

初始状态，但无输入的响应
#

D(s)
有相同的极点。所以我们只需分析系统冲激响应/传递函数的极点即可。显然

我们会将系统的传递函数做分式分解：

G(s) =
N(s)

(s− sp1
)(s− sp2

) · · · (s− spn
)
=

Cp1

(s− sp1
)
+

Cp2

(s− sp2
)
+ · · ·+ Cpn

(s− spn
)

(1.36)

它的拉普拉斯逆变换是
∑n

i=1 Cpi
exp(si · t)，显然，只有当系统传递函数的所有极点在虚轴左侧时，系统在冲激

响应下有 limt→∞ x(t) = 0，此时的无输入（不受控）系统是渐近稳定的。
现在我们知道，系统的极点位置直接影响系统的稳定性和各项性能指标，那么现在要做的就是通过在系统

前面串联一个控制器来改变整个系统（控制器与被控系统）的传递函数，从而使各项性能指标落到我们满意的
范围内。在设计控制器之前，我们先介绍拉普拉斯变换的终值定理，即若 limt→∞ f(t)存在，则有：

lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

0f̃(s) (1.37)

这个性质可以使用拉普拉斯变换的微分性质证明：

L[f ′(t)] =
∫ ∞

0

exp(−st)f(t)dt = sf̃(s)− f(0)

在两侧令 s→ 0，交换积分与极限的顺序就得到：

f(∞)− f(0) = lim
s→0

sf̃(s)− f(0) ⇒ f(∞) = lim
s→0

sf̃(s)

先来考虑最简单的一种控制器：直接将参考值 R(s)与输出值 X(s)之差乘以常数 KP 作为被控系统的输入，这
种控制称为比例控制。研究参考值为常数，即 r(t) = r,R(s) =

r

s
的情形，系统的输出：

X(s) =
C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)
R(s) =

C(s)G(s)

1 + C(s)G(s)

r

s

10
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误差：

E(s) = R(s)−X(s) =
r

s

(
1

1 + C(s)G(s)

)
利用终值定理，并取 C(s) = Kp：

e(+∞) = r

(
1

1 + C(s)G(s)

)
= r

(
1

1 +KpG(s)

)
这是在时间无穷长时，参考值和系统输出间的误差，也就是所谓的稳态误差。上文中已分析过，n阶系统的传递
函数通常有 G(s) =

1

D(s)
，D(s) = sn + cn−1s

n−1 + · · ·+ c1s+ c0，从而 G(0) =
1

c0
。这意味着除非 c0 → 0，否

则系统的稳态误差必然存在，这是比例控制器的固有缺陷之一。为了消除这个稳态误差，我们显然应当改变控
制器的传递函数，使 lims→0 C(s) → ∞，一个自然的想法是令 C(s) =

KI

s
。此时 U(s) = C(s)E(s) =

KI

s
E(s)，

换言之，被控系统的输入 u(t) = KI

∫ t

0
e(τ)dτ，因此这种控制器相当于向被控系统输入了累积的误差，被称为积

分控制器。使用积分控制器后，系统的传函多出来一个
1

s
，或者说系统的特征多项式被乘了 s，所以系统实际上

升了一阶。以上两种控制器可以结合使用，就得到比例-积分控制器。

1.2.4 根轨迹和伯德图

本小节介绍两种常见的图解法。根轨迹指的是随系统参数变化，闭环传递函数极点（也就是特征方程D(s) =

0的根）在复平面上的移动轨迹。根轨迹可帮助我们调整控制器的参数（例如，我们往往希望所有极点中离虚轴
最近的那个离开虚轴的距离尽可能远，从而使系统收敛更快）。使用matlab或python中的control库可直接绘制根
轨迹，下文中仅列出手绘根轨迹的规则，不做证明。

手绘根轨迹时，简便起见，我们总是把变化的参数K视作比例控制器的增益。换言之，系统的闭环传函必须被

改写成Gcl(s) =
KG(s)

1 +KG(s)
的形式，这里的G(s)不一定是被控系统的传函，只是一个通过

KG(s)

1 +KG(s)
=原传函

解出来的等效传函。假设 G(s)有m个零点，n个极点，可被写成以下形式：

G(s) =
N(s)

D(s)
=

(s− sz1)(s− sz2) · · · (s− szm)

(s− sp1
)(s− sp2

) · · · (s− spn
)

可使用以下规则来粗略地绘制根轨迹：
根轨迹在复平面上有 min{m,n}条分支；
若 n = m，则随着K 从 0向 +∞移动，根轨迹总是从 G(s)的极点向零点移动;
若 n > m，则有 (n−m)条分支从极点指向无穷；若 n < m，则有 (m− n)条分支从无穷指向极点；
实轴上，根轨迹在从右向左数第奇数个极点或零点的左侧出现；
共轭复根成对出现，从而根轨迹关于实轴对称；

从无穷远处来或向无穷远处去的根轨迹将沿着渐近线移动。渐近线与实轴的交点为
∑
spn − szm
n−m

，与实轴
的夹角

θ =
2q + 1

n−m
π, q =

0, 1, · · · , n−m− 1 n > m

0, 1, · · · ,m− n− 1 n < m

此外，若点 s在根轨迹上，应满足 ∃K,KG(s) = −1，换言之，需要 ‖KG(s)‖ = 1，argKG(s) = −(2q+1)π, q =

±0,±1, · · ·。显然，无论 ‖G(s)‖为何值，总可找到K 使得 ‖KG(s)‖ = 1成立。因此只需根据是否有 argG(s) =

−(2q + 1)π, q = ±0,±1, · · · 即可判断点 s是否在根轨迹上。

下面介绍几种利用根轨迹来直观设计的控制器。考虑简单的二阶系统G(s) =
1

(s+ 1)s
，该系统的两支根轨迹

分别从 s = 0, s = 1出发，分别向左、向右移动，在 s = −1

2
处相遇，此后沿着虚轴向上/向下移动到无穷远。因此，

系统最快的收敛速度是 exp

(
−1

2
t

)
。为了让系统收敛更快，我们需要将根轨迹引向左半平面离虚轴更远处。利用

根轨迹从极点出发指向零点的性质，可以在左半平面深处放置一个零点，例如在系统前串联 C(s) = KDs+KP，

此时出现了新的零点 sz1 =
Kp

Kd
，从而随着K 的增加，闭环传函

C(s)G(s)

1 +KC(s)G(s)
的极点将继续向左移动。由于

11



1.2 Day 2:跨越百年的汽笛声

此时被控系统的输入是 u(t) = KDe
′(t) +KP e(t)，因此这种控制器被称为比例-微分控制器。至此，我们集齐了

所谓 PID（比例-积分-微分）控制器三幻神：比例-微分控制器负责创建新的闭环传函零点，可以将根轨迹移向左
侧来加速收敛；积分控制器负责消除稳态误差。

(a)二阶系统 G(s) =
1

s(s+ 1)
的根轨迹 (b)使用了比例-微分控制器 C(s) = s+2的二阶系统的根轨

迹

还有其他的将根轨迹尽可能左移的方法，例如所谓超前补偿器 C(s) =
s− szc
s− spc

，且 spc < szc < 0。这为系

统引入了一个新的极点和一个新的零点，且新极点在新零点的左侧。此时的根轨迹有三条：一条从新极点指向
新零点，另外的两条是仍然从原有的两个极点出发，沿着平行于虚轴的渐近线走向无穷远。但是此时的渐近线
向左移动了，这就使得系统的收敛速度更快了。我们检查这种控制器对稳态误差造成了何种影响。容易求出系

统的误差 E(s) =
R(s)

1 +KC(s)G(s)
，考虑单位阶跃输入 R(s) =

1

s
，由终值定理得到系统的稳态误差：

ess = lim
s→0

1

1 +
s− szc
s− spc

K
N(s)

D(s)

=
D(0)

D(0) +KN(0)
szc
spc

所以只使用形如 C(s) =
s− szc
s− spc

的控制器必然会引入稳态误差。
szc
spc
越大，稳态误差越小。但是在 szc < spc < 0

时，根轨迹的渐近线就要向右移动，系统的收敛速度反而变慢了。这种控制器称为滞后补偿器。

(a)使用了超前补偿 C(s) =
s+ 2

s+ 3
的二阶系统的根轨迹 (b)使用了滞后补偿 C(s) =

s+ 3

s+ 2
的二阶系统的根轨迹

下面只考虑绝对可积信号。在傅里叶变换的章节中我们已经知道，频率为 ω 的信号 exp(iωit) 通过传函为
G(s)的线性时不变系统后，振幅变化 ‖G(iωi)‖倍，相位移动 argG(iωi)。一些典型的例子包括：

12
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一阶系统G(s) =
a

s+ a
，‖G(s)‖ =

√√√√ 1(ωi

a

)2
+ 1
，argG(iωi) = − arctan

ωi

a
，可以认为这是一个低通滤波

器。

二阶系统 G(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

，‖G(iωi)‖ =

√
1

(1− Ω2)2 + 4ζ2Ω2
，argG(iωi) = − arctan

2ζΩ

1− Ω2
，

Ω =
ωi

ωn
。对于二阶系统而言，随着输入频率 ωi 的增大，‖G(iωi)‖ 先增大后减小。在 ωi 和 ωn 接近时，

‖G(iωi)‖较大。
伯德图是 ‖G(iωi)‖和 argG(iωi)的可视化。‖G(iωi)‖的纵轴计算方法是 20 log ‖G(iωi)‖，其实是输出振幅与输
入振幅之比取对数再乘以 20，单位是分贝。使用对数坐标使得串联系统的伯德图可以直接叠加，使用系数 20是
因为能量正比于振幅的平方。最后我们给出一些典型系统的伯德图。

(a)一阶系统 1

s+ 1
的伯德图 (b)二阶系统的伯德图

13
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1.3 Day 3: 欲于状态空间起舞
在之前的章节（经典控制）中，信号在时间上的无穷延展使我们将其视作希尔伯特空间中无穷维的矢量，LTI

系统作为正规算符对信号进行线性变换。这种处理方法使得我们忽略了信号和系统输出的时间演化信息。本节
中我们将研究系统输出如何随时间演化，这意味着我们将一直在时间表象中处理问题。一般而言，LTI系统的状
态演化由一阶微分方程组给出：

ẋ = Ax+Bu y = Cx+Du (1.38)

其中 A,B,C,D分别为实的 N ×N,N ×M,P ×N,P ×M 的矩阵；x是系统的状态，它生活在 S = Rn（被称
作“状态空间”）中，u是输入，Bu作为 N 维矢量，生活在状态空间 S 上某点处的切空间中。y是我们通过传
感器等方式观测到的系统输出。

1.3.1 状态空间中的稳定性判据

首先考虑无输入系统 ẋ = Ax的稳定性。显然我们可以尝试通过选择新的基底来尝试对角化 A，这只有两个
结局：
1）：A可被对角化，此时演化方程形如：

˙̃x =


λ1

λ2

· · ·
λN

 x̃
x̃是在新基底下系统状态的分量。此时每个维度上已经解耦,要使得 x̃的模长不随着时间爆炸，A的所有本征值
的实部都应当位于虚轴左侧。
2）：系统不可被对角化，此时演化方程中将出现这样的 Jordan块：

˙̃x = Ax̃ =


λi 1

λi 1

· · ·
λi

 x̃
对于一个 R×R的 Jordan块 A，有 AR = 0，因此 exp(At)将在有限项被截断，仍可以给出计算上述方程的解：

x̃(t) = exp(At)x̃(0) = exp(λt)



1 t
t2

2
· · · tR−1

(R− 1)!

0 1 t · · · tR−2

(R− 2)!

0 0 1 · · · tR−3

(R− 3)!

0 · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 1


x̃(0)

同样地，若要求 x̃的模长不爆炸，也应当令 λ位于虚轴左侧。因此，无输入 MIMO LTI系统的平衡状态 x = 0

渐近稳定的充要条件是矩阵 A的本征值全部位于虚轴左侧,这种判据称为李雅普诺夫第一判据。
还有一种非常直观的稳定性判据（第二判据）：若存在具有连续一阶导数的标量场 V (x)，使得 V (0) = 0，且
∀x 6= 0有：1）V (x)正定；2）V̇ (x)负定；3）lim∥x∥→∞ V (x) → ∞,则系统的平衡状态 x = 0是渐近稳定的。
直观上，我们为系统构造了能量 V (x)，它沿着轨迹单调下降且有下界，因此系统最终必将停止在能量最低点处。
一般而言，V̇ (x)负定的能量函数不易构造，我们常使用放松后的第二判据：∀x 6= 0，1）V (x)正定；2）V̇ (x)半
负定；3）lim∥x∥→∞ V (x) → ∞；4）考虑集合 {x | V̇ (x) = 0}，集合中除了 x(t) = 0这一平凡轨迹外，不包含任
何其他完整轨迹。这里我们修改了条件 2）为半负定，同时增补了条件 4）。

14
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稍举一例来说明如何理解放松后的第二判据。考虑系统：

ẋ1 = x2 ẋ2 = −x1 − (1 + x2)
2x2

取能量函数 V (x) = x21 + x22，则 V̇ (x) = −2x22(1+ x2)
2半负定。V̇ (x)有两条“山谷”：x2 = 0和 x2 = −1，我们

应确保不可能有轨迹沿着这两条“山谷”前进。考察轨迹 x(t) = [x1(t), 0]
T，由 ẋ2 = 0给出 x1 = 0，从而不可

能有 x(t) = [x1(t) 6= 0, 0]T 这样的轨迹。对于另一边可类似分析。因此根据放松后的第二判据，仍可判断 x = 0

是渐近稳定的。
李雅普诺夫第一判据是只能对 LTI系统使用的判据（如果要对非线性系统使用，可以在平衡点附近对非线

性系统进行线性化），而第二判据则可对任意系统使用，下面对 LTI 系统证明二者的等价性。先证明第二判据
能推出第一判据：对于 LTI 系统而言，最简单的正定函数构造方式是取正定矩 P，构造 V (x) = xTPx，那么
V̇ (x) = xT (ATP + PA)x，第二判据告诉我们，只要存在正定矩阵 P，使得 Q = −ATP + PA也正定，则平衡
点必渐近稳定，应证明这个条件能推出 A的本征值实部均为负数。两侧乘以 A的本征矢 v：

v†(ATP + PA)v = −v†Qv

注意这里 A是实矩阵，从而：

(Av)†Pv + P (Av) = −v†Qv ⇒ (λ⋆ + λ)(v†Pv) = −v†Qv ⇒ 2Re(λ) = −v
†Pv

v†Qv

由于 P,Q均正定，立刻推出 A的本征值实部为负,这就得到了第一判据。再证明第一判据能推出第二判据：若
A的本征值全为负，取正定矩阵 Q，令 P =

∫∞
0

exp(AT t)Q exp(At)dt，直接计算：

ATP + PA = AT

(∫ ∞

0

exp(AT t)Q exp(At)

)
+

(∫ ∞

0

exp(AT t)Q exp(At)

)
A

=

∫ ∞

0

d

dt

(
exp(AT t)Q exp(At)

)
dt = −Q

这就得到了第二判据。从而我们完成了（LTI系统中）两个判据等价性的证明。
还有一个非常神奇的地方：在经典控制理论中，我们使用传函的极点判断平衡点稳定性，渐近稳定的判据

是所有极点均在虚轴左侧。这个判据和我们现在给出的 A的本征值判据非常相似，二者之间是否有联系呢？为
此，我们需要先将经典控制中使用传函描述的系统转换成状态空间模型。设一个 SISO LTI系统的传函是：

G(s) =
N(s)

D(s)

sm + bm−1s
m−1 + · · ·+ b1s

1 + b0
sn + an−1sn−1 + · · ·+ a1s1 + a0

且分子分母已无公因式可以提出。这个系统应该被拆成系统本身（对应状态空间模型中的 ẋ = Ax + Bu）和输
出方程（对应状态空间模型中的 y = Cx+Du）的串联，系统本身是：

dnx

dt
+ an−1

dn−1x

dt
+ · · ·+ a1

dx

dt
+ a0x = u(t)

它的传函是
1

D(s)
，而输出方程是：

y =
dmx

dt
+ bm−1

dm−1x

dt
+ · · ·+ b0x

它的传函是N(s)。考虑取状态变量 z0 = x, z1 =
dx

dt
, · · · zn−1 =

dn−1x

dt
，z = [z0, z1, · · · , zn−1]，系统的状态空间

模型是：

d

dt
z =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1


z +



0

0

· · ·
0

1


u
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现在要求 A矩阵的本征值，我们以 A矩阵的行（列）数为奇数的情况作为例子来看。考虑矩阵 A− λI：

−λ 1 0 · · · 0

0 −λ 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 −λ 1

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1 − λ


对最后一行展开来获得其行列式。对−a0展开时，消去 a0所在的行列，剩下的矩阵是三对角矩阵，对角全为+1，因
此在本征多项式中贡献−a0；对−a1展开时，有一个−λ进入对角线，因此在本征多项式中贡献−a1 ·(−1)·(−λ) =
−λa1，⋯⋯直到计算出最后一项的贡献是 −λn−1an−1 − λn，因此矩阵 A的本征多项式是：

λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0

因此 A矩阵的本征值就是传递函数的极点。这样，适用于 MIMO系统的李雅普诺夫第一判据就与适用于 SISO
系统的极点位置判据一致了！

1.3.2 系统的可控性与可观性

可控性是判断我们有多大自由度来改变系统状态的性质；可观性则是判断我们能否通过观测一段时间内系
统的输出 y(t)来确定系统初始条件的性质。首先我们研究可控性。最基本的可控性的定义是从某状态到某状态的
可控性：若某一系统存在控制律 u(t), t ∈ [0, T ]，使得该系统能从初始状态 x(0) = xA转移到终末状态 x(T ) = xB，
则称系统具有 xA → xB 可控性。显然，我们非常迫切地想知道的事情是：对于 ∀xA, xB ∈ S,，系统是否都有
xA → xB 的可控性呢（下文简称为任意可控性）？对于 LTI 系统而言，这个复杂的问题被简化：只要系统有
0 → xB , ∀xB ∈ S 的可控性，则系统有任意可控性。这是因为对于 LTI系统有：

x(t) = exp(At)x(0) +

∫ T

0

exp[A(T − τ)]Bu(τ)dτ

系统有 0 → xB , ∀xB ∈ S 的可控性意味着 ∀xB ∈ S，∃u(t), t ∈ [0, T ]使得
∫ T

0
exp[A(T − τ)]Bu(τ)dτ = xB。将

xB 换成 xB − xA exp(AT )，就证明了系统的任意可控性。因此，研究 LTI系统是否有任意可控性的问题归结为
是否存在输入 u(t)将零初始状态的系统移动到任意状态的问题。直观上来看，

∫ T

0
exp[A(T − τ)]Bu(τ)dτ 这个东

西其实是不同时间上 exp[A(T − τ)]Bu(τ)的线性组合，因此我可以让不同时间点上的输入分别将系统推向 S 中
不同的方向，只要最终所有时间点上的移动能够覆盖 S 中 N 个独立的方向即可。因此，考虑 S 的子空间：

C = span

 ⋃
t∈[0,T ]

Img[exp(At)B]


这是能够覆盖不同时间点上 exp(At)B的像空间的最小子空间，也就是通过任意调整各时间点上的输入 u(t)，系
统状态所能达到的区域。下面我们将证明：

C = CM = Img{[B,AB,A2B, · · ·AN−1B]} (1.39)

先证明 C ⊂ CM。C 中任意矢量可表示为 exp(At)Bv, t ∈ [0, T ], v ∈ RM，由哈密顿-凯莱定理，exp(At)的无穷级
数可以被截断：

exp(At)Bv = [α0(t)B + α1(t)AB + · · ·+ αN−1(t)A
N−1B]v

取 w = [α0(t)v
T , α1(t)v

T , · · ·αN−1(t)v
T ]T，立刻有：w = exp(At)Bv，证明完成。再证明 CM ⊂ C，直接研究

这两个子空间比较困难，不如研究它们的正交补，转而证明 C⊥ ⊂ C⊥
M。z ∈ C⊥ 应与 C 中所有矢量正交，也就

是说 zT (exp(At)Bx) = 0, ∀x ∈ RM , t ∈ [0, T ]，从而 zT (exp(At)B) = 0, ∀t ∈ [0, T ]。令 g(t) = zT (exp(At)B)，
由 g(0) = 0, g′(0) = 0, g′′(0) = 0, · · · , g(n−1)(0) = 0得到 zTB = zTAB = zTA2B = · · · zTAn−1B = 0，从而
z ∈ C⊥

M，证明完成。结合以上两段证明，我们就得到了 C = CM，这给出了判断 LTI系统是否有任意能控性的重
要判据（秩判据）：LTI系统有任意能控性的充要条件是：

rank{[B,AB,A2B, · · ·AN−1B]} = N (1.40)
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除了秩判据之外，另一个常用判据是格拉姆判据，它指出 C = Img[W ]，其中

W =

∫ T

0

exp(−At)BBT exp(−AT t)dt (1.41)

要证明这一点，我们仍然直接考察正交补，试图证明 (Img[W ])⊥ = C⊥
M。仍然先证明 (Img[W ])⊥ ⊂ C⊥

M，取
w ∈ (Img[W ])⊥，必然有：

wT

(∫ T

0

exp(−At)BBT exp(−AT t)dt

)
w = 0

从而： ∫ T

0

‖wT exp(−At)B‖2dt = 0 ⇒ ‖wT exp(−At)B‖2 = 0, ∀t ∈ [0, T ]

所以又得到了 g(t) = wT exp(−At)B = 0，利用其各阶导数为 0即可完成证明。反过来的证明 C⊥
M ∈ (Img[W ])⊥

是显然的，利用哈密顿凯莱定理即可证明。
一个神奇的事情是，能控性和时间 T 无关。尽管你可以说这是时不变系统的功劳，但是这仍然说明了在能

控性的研究中，轨迹不是最基本的，轨迹的初速度/生成元才是最基本的。系统的演化方程 ẋ = Ax+Bu告诉我
们，我们被允许前进的方向是 Ax和 B的各个列 b(1), b(2), · · · , b(M)，但是这不意味着我们只能向着这些方向走，
我们将利用沿着两个矢量场移动的不对易性来找到新的方向。不妨设流形M 上有矢量场Xa, Y a，分别考察“先
沿着Xa走一小段距离，再沿着 Y a走一小段距离”和“先沿着 Y a走一小段距离，再沿着Xa走一小段距离”之
间有何区别：计算通过两种移动方式移动后的得到的点上，某个标量场 f 的值之差：[(

1 + sXa∇a +
1

2
s2Xa∇aX

b∇b

)(
1 + tY c∇c +

1

2
s2Y c∇cY

d∇d

)
− (· · · )(· · · )

]
f

= sXa∇a(Y
c∇cf)− tY c∇c(X

a∇af)

= stXa(∇aY
c)∇cf + stXaY c∇a∇cf − stY c(∇cX

a)∇af − stY cXa∇c∇af

= st [Xa(∇aY
c)∇c − Y c(∇cX

a)∇a] f

= st[Xc∇cY
a − Y c∇aX

a]∇af

= st[X,Y ]a∇af

其中 ∇a 是任一无挠联络（这里已使用标量场的李导数的性质：LXf = Xa∇af）。所以沿着两个矢量场移动的
不对易性应当使用李括号衡量。李括号可以用于生成新的移动方向。直观来看，系统的局部可达性（定义为对于
从 ∀x0 ∈ S 处出发的系统，存在控制律将其移动到 x0 邻域内 N 维开集）与包含了所有用于移动系统的矢量场
（例如 LTI系统的 Ax和 b(1), b(2), · · · , b(M)）的最小李代数的维度有关，这个李代数的维度为N 是局部可达性存
在的充要条件。对于 LTI系统而言，系统的局部可达性等价于全局可达性，而全局可达性又等价于任意可控性，
所以这个李代数的维度就是任意可控性的判据。考虑：

[Ax, b(i)] = (Ax · ∇)b(i) − (b(i) · ∇)(Ax)

= 0−Ab(i) = −Ab(i)

[Ax, [Ax, b(i)]] = [Ax,−Ab(i)] = (Ax · ∇)(−Ab(i))− (−Ab(i) · ∇)(Ax)

= 0− (−Ab(i) ·A) = A2b(i)

· · ·

因此，这个李代数的维度就是 rank{[B,AB,A2B, · · ·AN−1B]}，我们重新得到了之前的秩判据。
下面研究可观测性。首先需要定义状态的不可区分性：对于某一系统中的两个初始状态 x1, x2，在任意控制

律 u(t)下，系统的输出 y(t)完全相同，则称状态 x1, x2是不可区分的。定义系统的局部能观性：∀x0 ∈ S，在其
去心邻域内没有与其不可区分的状态，则称系统是局部能观的，类似地可定义全局能观。对于 LTI系统，能观性
的研究可以简化，从 x1, x2 出发的轨迹之差是：

y(t) = C exp(At)(xA − xB) +

∫ T

0

C exp(A(T − τ))Bu(τ)dτ +Du(t)
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因此能否区分两个初始状态只与 xA − xB 是否处在 ∀t ∈ [0, T ], C exp(At)的零空间中有关。考虑

Ō =

 ⋂
t∈[0,T ]

Ker[C exp(At)]


若 O维度为 0，则 LTI系统是全局能观的。所以 LTI系统的能观性可直观表述成：在已知 u(t), y(t), t ∈ [0, T ]和
A,B,C,D的情况下，可唯一确定系统的初始状态 x(0)。下面我们将证明：

Ō = ŌM = Ker





C

CA

CA2

· · ·
CAn−1




(1.42)

首先取 v ∈ Ō使得 C exp(At)v = 0, ∀t ∈ [0, T ]，可得 Cv = 0, CAv = 0, CA2v = 0, · · ·CAn−1v = 0，从而立刻得
到 v ∈ ŌM，从而 Ō ⊂ ŌM；反过来的证明是类似的。因此，LTI系统全局能观的条件是：

rank





C

CA

CA2

· · ·
CAn−1




= N (1.43)

怎么理解一般情况下的能观条件呢？简单起见，我们只考虑无输入系统。我们知道了一段时间 [0, T ]内的轨迹，
也就是知道了观测量（例如 LTI系统中的 y）在 t = 0时的各阶导数，具体来说是沿着漂移矢量场（例如 LTI系
统中的 Ax）诱导的单参微分同胚群的对观测量的各阶李导数L

(k)
x y(x(t))。通过观测映射 y(x)本身和对观测映

射的 1, · · · , r− 1阶李导数，我们创建了从状态空间 S 到 P × r维空间 O（P 同上文，是观测量的数目）的映射
Φ，系统局部能观的条件是对任意 x ∈ S，Φ诱导的推前映射 Φ⋆ : TSx → TOΦ(x)是单射（直观来看，这意味着
状态空间 S 中 x邻域中任意方向的移动都可以在观测空间 O 中被捕捉到），这要求映射 Φ的雅可比矩阵的秩为
N。非常容易看出这个条件能回退到前面 LTI系统全局能观的条件。

上文中我们讨论了 LTI系统的能控子空间 C 和不能观子空间 Ō，显然可对状态空间进行分解。所谓能控分
解是选择一组合适的基底，将系统的演化方程写成如下形式：

d

dt

[
xc

xc̄

]
=

[
Acc Acc̄

0 Ac̄c̄

][
xc

xc̄

]
+

[
Bc

0

]
u (1.44)

能做出这个分解的原因是能控子空间在 A的作用下封闭，由哈密顿凯莱定理，这是显然的。所谓能观分解是：

d

dt

[
xō

xo

]
=

[
Aōō Aōo

0 Aoo

][
xō

xo

]
+Bu y =

[
0 Co

] [xō
xo

]
+D (1.45)

能这样分解的原因是不能观子空间在 A的作用下封闭，这也是显然的。这两个分解说明：不能控子空间会影响
能控子空间，反之则不行，控制律只能影响能控子空间；能观子空间会影响不能观子空间，反之则不行，只有能
观子空间中的状态演化才会被观测。

1.3.3 控制器与观测器的设计

下面介绍一些反馈控制器的设计方法。一般而言反馈控制有三种设计方法：
1. 状态反馈：引入反馈矩阵K 和参考矢量 v，使得系统的动力学方程变成 ẋ = Ax+B(v −Kx)

2. 输出直接反馈到演化方程：引入反馈矩阵 H，使得动力学方程变成 ẋ = Ax+Bu−HCx

3. 输出反馈到控制量：引入反馈矩阵 F 和参考矢量 v，使得动力学方程变成 ẋ = Ax+B(v − FCx)

下面考察这几种反馈控制的设计方式对系统特性的影响：先证明方式 1）不改变系统的能控性：可发现 BKB的
各列是对 B的各列做线性组合得到的，从而 (A−BK)B各列可由 {B,AB}各列组合得到。设 (A−BK)iB中
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的每一列可由 {B,AB, · · · , AiB}各列按如下方式组合得到：

(A−BK)iB = AiB +

i−1∑
j=0

AjBPi,j

其中 Pi,j 是矩阵，则考虑：

(A−BK)i+1 = (A−BK)(A−BK)i

= (A−BK)

AiB +

i−1∑
j=0

AjBPi,j


= Ai+1B −BKAiB +

i∑
j=1

AjBPi,j −BK

i−1∑
j=0

AjBPi,j


这里第二项是 B 的各列的线性组合，第三项是 AjB, j = 1, · · · i 的各列的线性组合，第四项是 B 的各列的
线性组合，因此我们证明了 (A − BK)i+1B 各列可由 {B,AB, · · · , Ai+1B} 中各列线性组合得到。从而矩阵
[B, (A − BK)B, · · · , (A − BK)N−1B] 可通过将矩阵 [B,AB, · · · , AN−1B] 右乘一个分块上三角阵得到，这个
上三角阵的对角块全部是单位阵，所以它是满秩的。所以矩阵 [B, (A − BK)B, · · · , (A − BK)N−1B]的秩和矩
阵 [B,AB, · · · , AN−1B]的秩相同。再证明方式 2）不改变系统的能观性。证明是类似的：先设

C(A−HC)i = CAi +

i−1∑
j=0

Pi,jCA
j

这意味着 C(A−HC)i 的各行可按上述形式可以写成 {C,CA, · · · , CAi}中各行的线性组合。考虑：

C(A−HC)i+1 = C(A−HC)i(A−HC)

=

CAi +

i−1∑
j=0

PijCA
j

 (A−HC)

= CAi+1 + CAiHC +

i∑
j=1

Pi,jCA
j +

i−1∑
j=0

Pi,jCA
j

HC

这里第三项是 CAj , j = 1, · · · i 各行的线性组合，第二项和第四项是 C 的各行的线性组合。从而我们证明了
C(A − HC)i+1 的各行可以写成 {C,CA, · · · , CAi+1}中各行的线性组合,从而新系统的能观性矩阵可通过将旧
系统的能观性矩阵左乘一个上三角矩阵得到，从而两个能观性矩阵的秩相同。对于方式 3），它既是方式 1）的
特例（K = FC），又是方式 2）的特例（H = BF），因此它既不改变系统的能观性，又不改变系统的能控性。

极点配置定理指出：对于状态反馈控制器 ẋ = Ax+B(v −Kx)，只要系统完全能控，则总可通过选择合适
的K 来任意移动系统极点。首先我们对 SISO系统证明：考虑系统 ẋ = Ax+Bu，其中

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 1

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1


B =



0

0

· · ·
0

1


取K =

[
k0 k1 k2 · · · kn−1

]
，从而：

A−BK =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 1

−a0 − k0 −a1 − k1 −a2 − k2 · · · −an−1 − kn−1


最下面这一行仍然是特征多项式中的系数，既然我们能任意调整特征多项式的系数，自然可以能任意指定特征
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多项式的根（也就是任意移动系统极点）。接下来对MIMO系统证明，我们将为MIMO系统构造一个等效的、可
控的 SISO系统：考虑 ẋ = Ax + Bu，将 B 的列记为 b(1), b(2), · · · b(M)。按照顺序检查各个矢量的线性无关性：
b(1), Ab(1), A2b(1), · · · , A(N−1)b(1)，不断地将与前面的矢量线性无关的矢量加入集合，直到找到与之前矢量线性
相关的 An1b(1)（我们跳过它），此时集合中有 {b(1), Ab(1), A2b(1), · · · , A(n1−1)b(1)}；继续检查下面各个矢量的线
性无关性：b(2), Ab(2), A2b(2), · · · , A(N−1)b(2)，不断将与之前矢量线性无关的矢量加入集合，直到遇到线性相关
的矢量 An2b(2)（仍然跳过它），此时集合中有 {b(1), Ab(1), · · · , A(n1−1)b(1), b(2), Ab(2), · · · , A(n2−1)b(2)}，不断重
复这个过程直到遍历 B 的每一列，最终集合中将包含 N 个线性无关的矢量。现在我们要考虑取矩阵 F，使得
(A−BF )不断作用在 b(1) 上就能生成集合中所有线性无关矢量，这可以通过指定

F (Ani−1b(i)) = ei+1,

其余情况为 0来实现，其中 ei+1 代表仅在 i+ 1位置上不为 0的单位矢量。从而我们构造了与MIMO系统等效
的能控的 SISO系统，可以为其任意配置极点，配置极点后的系统是：

ẋ = (A−BF − b(1)K̃)x+ b(1)v

其中 K̃ =
[
k0 k1 k2 · · · kn−1

]
。所以对于原来的MIMO系统，选择的反馈矩阵应当是K = F − e1K̃，这

样就实现了极点的任意配置。
最后介绍观测器：我们有时会对系统进行“数字孪生”，这意味着我们有一个在现实世界中运行的真系统

ẋ = Ax+Bu, y = Cx，我们将为之在计算机中创建一个副本 ˙̂x = Ax̂+Bu, ŷ = Cx̂。这里的 A,B,C 都已知。然
而，两个系统的初始状态有可能设置得不一致，导致两个系统的后续演化也不同。为了消除这种不一致性，我
们在系统副本中加入反馈：

˙̂x = Ax̂+Bu−H(ŷ − y) (1.46)

这种观测器被称为龙伯格观测器。计算可知：
d

dt
(x− x̂) = (A−HC)(x− x̂)

所以通过配置 A−HC 的本征值在虚轴左侧，我们可以使真的系统与副本之间的误差逐渐缩小。
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大自然说它想最小化 S = −1

4

∫
FµνF

µνdx，于是就有了光。众所周知，从学习理论力学这门学科开始，我
们“给出一个系统动力学方程”的方法就发生了变化：相比于直接写出 ODEs，我们更倾向于找到在系统对称变
换下保持不变的，系统运动轨迹 x(t), t ∈ [t0, tf ]的标量泛函，“最小化该泛函”这一变分问题的解就是系统的动
力学方程。Day 2和 Day 3中已经讨论了分析 LTI系统性态的各种方法，现在我们将讨论泛函求极值的相关内容。
本节中我们将抛弃通过权衡极点位置、超调量、稳定时间等指标来粗略设计控制器的方法，而是直接计算使得
某性能指标最小化的开环/闭环控制律。
【阅读提示】为了偷懒，本节涉及矩阵与向量、向量与向量的乘法时，大量使用了 ·符号。阅读时请根据维数和
上下文自行脑补哪个向量/矩阵需要转置 T。

1.4.1 控制律无约束的最优控制：乘子法和标准变分法

首先考虑一类微分约束的泛函极值问题：设有连续可微的状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，满足 x(t0) =

x0, x(tf ) = xf，满足约束 F (x(t), ẋ(t), t) = 0，希望最小化性能指标 J [x] =
∫ tf
t0
g(x, ẋ, t)dt。对于这样的问题，我

们可以直接使用拉格朗日乘子法处理微分约束，即构造增广的性能指标：

J̄ [x, p] =

∫ tf

t0

[g(x, ẋ, t) + p(t) · F (x, ẋ, t)]dt

为什么可以直接这样做？是因为这个泛函极值问题可以视作无穷维优化问题，不妨将时间等分作 t0, t1, · · · , tN−1, tN =

tf，则该问题的决策变量变成在各个分点上的 x(t)值 x0 = x(t0), x1 = x(t1), · · · , xN = x(tN )，ẋi = ẋ(ti)可以
使用差分逼近，即取 ẋi =

xi+1 − xi
∆t

, i = 0, 1, · · ·N − 1,∆t = ti+1 − ti，这样 ẋN 是未定义的，但是你完全可以
直接取 ẋN = 0，随着∆t→ 0，在有限个点上对 ẋi的不正确逼近对性能指标/目标函数带来的影响将消失。离散
化后，我们得到优化问题：

min J({xi}) =
N−1∑
i=0

g(xi, ẋi, ti)∆t, s.t.F (xi, ẋi, ti) = 0 i = 0, 1, · · · , N

我使用每个区间的左端点乘以区间长度来逼近积分结果，此时 xN , ẋN 根本不出现在性能指标中，真正在起效的
决策变量只有 x0, x1, · · · , xN−1，真正在起效的约束也只有 N + 1个中的前 N 个。我们已知这个有限维的优化
问题可以使用拉格朗日乘子法解决：引入乘子 p0, p1, · · · , pN−1，令增广的拉格朗日函数为：

J̄({xi}, {pi}) =
N−1∑
i=0

[g(xi, ẋi, ti) + pi · F (xi, ẋi, ti)]∆t

令 N → ∞或者说 ∆t = 0，这个增广拉格朗日函数就变成上面的增广拉格朗日泛函 J̄ [x, p]。要使得增广泛函取
极小值，应满足关于 x(t)和 p(t)的 E-L方程，令 ḡ(x, ẋ, p, t) = g(x(t), ẋ(t), t) + p(t) · F (x(t), ẋ(t), t)，E-L方程
给出：

0 =
∂ḡ(x, ẋ, p, t)

∂x
− d

dt

(
∂ḡ(x, ẋ, p, t)

∂ẋ

)
, 0 = F (x, ẋ, t) (1.47)

从离散化后的有限维优化问题中也可读出这个结果。令 ḡ(xi, ẋi, pi, ti) = g(xi, ẋi, ti) + pi · F (xi, ẋi, ti)，则：
∂J({xi}, {pi})

∂xi
=
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂xi
+
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂xi−1

=
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂xi
+
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂ẋi

∂ẋi
∂xi

+
∂ḡ(xi−1, ẋi−1, pi−1, ti−1)

∂ẋi−1

∂ẋi−1

∂xi−1

=
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂xi
− 1

∆t

(
∂ḡ(xi, ẋi, pi, ti)

∂ẋi
− ∂ḡ(xi−1, ẋi−1, pi−1, ti−1)

∂ẋi−1

)
= 0

∂J({xi}, {pi})
∂pi

= F (xi, ẋi, ti) = 0

这样，我们为直接使用拉格朗日乘子法求解最优控制问题提供了合法性。接下来我们看最简单的最优控制问题：
考虑状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM 均无约束。状态变量满足边界条件 x(t0) =
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x0, x(tf ) = xf，系统的动力学方程 ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)，性能指标 J [u] =
∫ tf
t0
g(x(t), u(t), t)dt，方便起见引入

H(x(t), u(t), p(t), t) = g(x(t), u(t), t) + p(t) · f(x(t), u(t), t)（我们暂且将其称为哈密顿量，下文中将反复使用），
可得以下必要条件：

0 =
∂H(x, u, p, t)

∂u
, ẋ(t) = +

∂H(x, u, p, t)

∂p
, ṗ(t) = −∂H(x, u, p, t)

∂x
(1.48)

很多问题可以转换成有微分约束的泛函极值问题处理，例如一类有积分约束的极值问题（e.g. 等周问题）：
有状态变量 x(t) : [t0, td] → Rn，边界条件 x(t0) = x0, x(tf ) = xf，有约束

∫ tf
t0
b(x, ẋ, t)dt = B，仍然最小化

J [x] =
∫ tf
t0
g(x, ẋ, t)dt，显然我们需要将积分约束换成微分约束，引入新的变量：

z(t) =

∫ t

t0

b(x(τ), ẋ(τ), τ)dτ ⇒ ż(t) = b(x(t), ẋ(t), t)

从而该问题立刻转换为有微分约束的问题，可使用上述方法处理。注意到此时H中不显含 ż的，因此与 z对应
的拉格朗日乘子 p(t) = Const = p0。
下面考虑终端状态不固定的情形，也就是说我们不再把终端状态限制在一点 x(tf ) = xf，而是允许系统落

在某个目标集 S = {x(tf ) : m(x(tf ), tf ) = 0}中。系统的性能指标为 J(x) = h(x(tf ), tf ) +
∫ tf
t0
g(x, ẋ, t)dt，我们

可以直接将对终端状态和时间的约束使用拉格朗日乘子引入，即令 J̄ = J + λ ·m(x(tf ), tf )，对 J̄ 进行变分，注
意此时对终端时间和终端状态也要变分：

δJ̄ =
∂h

∂x
· δxf +

∂h

∂t
δtf +m · δλ+ λ ·

[
∂m

∂x
· δxf +

∂m

∂t
δtf

]
+

∫ tf

t0

[
∂g

∂x
· δx(t) + ∂g

∂ẋ
δẋ

]
dt+ gδtf

=

[
g +

∂h

∂t
+
∂m

∂t

]
δtf +

[
∂h

∂x
+ λ · ∂m

∂x

]
· δxf +m · δλ+

∫ tf

t0

[
∂g

∂x
− d

dt

(
∂g

∂ẋ

)]
· δx(t)dt+ ∂g

∂ẋ
· δx(tf )

=

[
∂h

∂t
+ λ · ∂m

∂t
+ g − ∂g

∂ẋ
· ẋ
]
δtf +

[
∂h

∂x
+ λ · ∂m

∂x
+
∂g

∂ẋ

]
· δxf +

∫ tf

t0

[
∂g

∂x
− d

dt

(
∂g

∂ẋ

)]
· δx(t)dt

在上面的推导中，我们已经利用了关系 δxf = δx(tf )+ ẋ(tf )δtf，可以立刻读出三个极值条件：除了 E-L方程外，
剩下的两个是：

∂h

∂t
+ λ · ∂m

∂t
+ g − ∂g

∂ẋ
· ẋ = 0

∂h

∂x
+ λ · ∂m

∂x
+
∂g

∂ẋ
= 0

通过这种对终端时刻和终端状态变分的方式，我们可求解有一般目标集的最简最优控制问题：仍考虑状态变量
x(t) : [t0, tf ] → RN、控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM，状态变量有初值条件 x(t0) = x0，和终端时刻的目标集
S = {x(tf ) : m(x(tf ), tf ) = 0}，动力学方程 ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)，性能指标 J [u] = h(x(tf ), tf )+

∫ tf
t0
g(x, u, t)dt,

使用拉格朗日乘子引入约束（包括动力学方程和终端时刻目标集），对轨迹 x(t)，终端时间 tf，终端状态 xf 变
分，可获得最优控制的必要条件，除了方程1.48，还将得到三个边界条件：

0 =

[
∂h̄(x(tf ), tf , λ)

∂x
− p(tf )

]
0 =

[
∂h̄(x(tf ), tf , λ)

∂t
+H(x(tf ), u(tf ), tf )

]
0 = m(x(tf ), tf ) (1.49)

其中 h̄(x(tf ), tf , λ) = h(x(tf ), tf ) + λ ·m(x(tf ), tf )

下面考虑有内点约束的情形。例如，我们希望控制一小车在起点和终点间进行折返跑，此时我们必须引入
“在 [t0, tf ]中某一时刻，小车到达终点”这个约束。我们考虑形如 ψ(x(t1), t1) = 0的约束，同样将约束使用拉格
朗日乘子法添加到性能指标中：

J̄ = h(x(tf ), tf ) + λ · ψ(x(t1), t1) +
∫ tf

t0

[g(x, u, t) + p(t) · (f(x, u, t)− ẋ)] dt

:= h(x(tf ), tf ) + λ · ψ(x(t1), t1) +
∫ tf

t0

[H(x, u, p, t)− p · ẋ] dt

在时间点 t1前后，可能有不同的控制策略 u(t)，因此H在 t1两侧可能是不连续的（假设 x(t)在 t1处是连续的）。
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将 t1 + δt1 处的轨迹变化记为 δξ，对上面的性能指标进行变分：

δJ̄ = δJ̄1(δxf ) + δJ̄2(δtf ) + δλ · ψ(x(t1), t1) + λ · ∂ψ
∂x

· δξ + λ · ∂ψ
∂t1

δt1

+

∫ tf

t0

[
∂H
∂x

· δx+
∂H
∂u

· δu+
∂H
∂p

· δp− δp · ẋ− p · δẋ
]

= δJ̄1(δxf ) + δJ̄2(δtf ) + δλ · ψ(x(t1), t1) + λ · ∂ψ
∂x

· δξ + λ · ∂ψ
∂t1

δt1

+

∫ t1

t0

[(
∂H
∂x

+ ṗ

)
· δx+

∂H
∂u

· δu+

(
∂H
∂p

− ẋ

)
· δp
]
− [p(t1) · δx(t1)]|−

+

∫ tf

t1

[(
∂H
∂x

+ ṗ

)
· δx+

∂H
∂u

· δu+

(
∂H
∂p

− ẋ

)
· δp
]
+ [p(t1) · δx(t1)]|+

+ [H(x, u, p, t)− p · ẋ] |−δt1 − [H(x, u, p, t)− p · ẋ] |+δt1

这里，正比于 δxf , δtf 的项被省略，分别记为 δJ1(δxf )和 δJ2(δtf )，所有标记为 −的项是在 t1左侧的项；所有
标记为 +的项是在 t1 右侧的项。注意到 δx(t1)|+、δx(t1)|− 与 δξ并非是独立的变分，因此需利用关系：

δξ = δx(t1)|− + ẋ(t1)|−δt = δx(t1)|+ + ẋ(t1)|+δt

（这个关系的正确性在图1.4中简要说明）继续化简变分，将它们都变成 δξ：

图 1.4: δξ与 δx(t1)|+, δx(t1)|− 的关系

δJ̄ = δJ̄1 + δJ̄2 +

∫ t1

t0

· · · dt+
∫ tf

t1

· · · dt+ δλ · ψ +

(
λ · ∂ψ

∂t1
+H|− −H|+

)
δt+

(
λ · ∂ψ

∂x
− p|− + p|+

)
· δξ

从中读出三个由内点约束带来的额外的条件：

λ · ∂ψ
∂t1

+H|− −H|+ = 0 λ · ∂ψ
∂x

− p|− + p|+ = 0 ψ(x(t1), t1) = 0

1.4.2 控制律有约束的最优控制：庞特里亚金极值原理

然而，我们知道，人或者发动机等装置能向系统内输入的力是有限制的，因此上述控制量 u(t)无约束的最
优控制问题的解往往难以在现实中应用。例如，考虑“在最短时间内，将一个小物块从 x(0) = 1, ẋ(0) = 0状态
转移到 x(tf ) = 0, ẋ(tf ) = 0状态”这一问题，只要我能输入尽可能大的力，这个过程就能在尽可能短的时间内
被完成，这样的解显然是现实中行不通的。因此，我们有必要将 u(t)也限制在一个可行集合中。那么，δu(t)将
不能随意取值，这导致了上文中标准变分法的失效。

我们将从最简单的问题开始研究：考虑系统状态 x(t) : [t0, tf ] → RN，控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM，且要
求 u(t) ∈ U, ∀t，最小化一个只有终端代价的性能指标 J [u] = h(x(tf )),终端时刻和终端状态均自由。现在声明：
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最优控制 u(t)应满足如下条件：
对任意 u′(t) ∈ U，在几乎任意时刻 t ∈ [t0, tf ]，H(x(t), u(t), p(t)) ≤ H(x(t), u′(t), p(t))

状态变量x(t)和协态变量（一组与状态变量“对偶”的变量，类似于上面的拉格朗日乘子）p(t) : [t0, tf ] → RN

应满足正则方程组 ẋ(t) =
∂H
∂p

, ṗ(t) = −∂H
∂x

满足边界条件
∂h(x(tf ))

∂x
− p(tf ) = 0,H(x(tf ), u(tf ), p(tf )) = 0

H(x, u, p) = 0, ∀t ∈ [t0, tf ]

类比前文中控制量无约束的问题，此处只有终端代价，故哈密顿量 H = p(t) · f(x(t), u(t))。下面给出证明：设
最优控制 u(t)，对应的状态 x(t),终端时刻 tf。现在对最优控制施加扰动，变成 u′(t) = u(t) + δu(t)，对终端时
刻施加扰动，变成 t′f = tf + δtf，计算性能指标的增量：

∆J = J [u′]− J [u] = h(x′(t′f ))− h(x(tf ))

=
[
h(x′(t′f ))− h(x(t′f ))

]
−
[
h(x(t′f ))− h(x(tf ))

]
≈ ∂h

∂x
(x(t′f )) ·

[
x′(t′f )− x(t′f )

]
+
∂h

∂x
(x(tf )) · ẋ(tf )[t′f − tf ]

=
∂h

∂x
(x(t′f )) · δx(t′f ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf

=

[
∂h

∂x
(x(t′f ))−

∂h

∂x
(x(tf ))

]
· δx(tf ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · δx(tf ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf

≈ d

dt

[
∂h

∂x
(x(tf ))

]
· δx(tf )δtf +

∂h

∂x
(x(tf )) · δx(tf ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf

≈ ∂h

∂x
(x(tf )) · δx(tf ) +

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf

也就是说我们将代价的变化拆成了两部分：tf 时刻状态变化带来的代价变化，和终端时间变化带来的代价变化。
首先考虑 tf 时刻状态不变，单纯让终端时间变化带来的影响，令 δJ̄ = 0得到：

∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf ))δtf ≥ 0 ⇒ ∂h

∂x
(x(tf )) · f(x(tf ), u(tf )) = 0 (1.50)

接着考虑终端时间不变，只有 tf 时刻状态变化的情形，此时显然需要有：
∂h

∂x
(x(tf )) · δx(tf ) ≥ 0

我们需要分别求出
∂h(x(tf ))

∂x(tf )
和 δx(tf )两部分，首先看 δx(t)随着时间的演化：

δẋ(t) ≈ ∂f

∂x
(x(t), u(t) + δu(t)) · δx(t) + [f(x(t), u(t) + δu(t))− f(x(t), u(t))]

=
∂f

∂x
(x(t), u(t)) · δx(t) +

[
∂f

∂x
(x(t), u(t) + δu(t))− ∂f

∂x
(x(t), u(t))

]
· δx(t) + [f(x(t), u(t) + δu(t))− f(x(t), u(t))]

为了求出
∂h(x(tf ))

∂x(tf )
，我们决定追踪 p(t) =

∂h(x(tf ))

∂x(t)
的演化，我们需要导出其演化方程，考虑：

∂h(x(tf ))

∂x(t)
=

∂h(x(tf ))

∂x(t+∆t)
· ∂x(t+∆t)

∂x(t)

那么：
d

dt

[
∂h(x(tf ))

∂x(t)

]
≈ 1

∆t

[
∂h(x(tf ))

∂x(t+∆t)
− ∂h(x(tf ))

∂x(t+∆t)
· ∂x(t+∆t)

∂x(t)

]
=

∂h(x(tf ))

∂x(t+∆t)

1

∆t

[
1− ∂x(t+∆t)

∂x(t)

]
≈ ∂h(x(tf ))

∂x(t)

1

∆t

[
1− ∂x(t+∆t)

∂x(t)

]
而

x(t+∆t) ≈ x(t) + f(x(t), u(t), t)∆t⇒ ∂x(t+∆t)

∂x(t)
≈ 1 +

∂f(x(t), u(t), t)

∂x(t)
∆t
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从而立刻得到 p(t) =
∂h(x(tf ))

∂x(t)
的演化方程：

d

dt
p(t) = −∂f(x(t), u(t), t)

∂x
· p(t) = −∂H(x(t), u(t), p(t))

∂x
(1.51)

配合上面求出的 δẋ(t)，得到：
d

dt
[p(t) · δx(t)] = p(t)·

[
∂f

∂x
(x(t), u(t) + δu(t))− ∂f

∂x
(x(t), u(t))

]
·δx(t)+p(t)·[f(x(t), u(t) + δu(t))− f(x(t), u(t))]

两侧积分得到：

p(tf ) · δx(tf ) =
∫ tf

t0

{
p(t) ·

[
∂f

∂x
(x(t), u(t) + δu(t))− ∂f

∂x
(x(t), u(t))

]
· δx(t) +H(x, u+ δu, p)−H(x, u, p)

}
dt

由于 u(t)要落在可行集合内，因此我们不能任意加上 δu(t)，引入所谓“针状变分”：

δu(t) =

ω − u(t) t ∈ [t2, t3], ω ∈ U

0 otherwise

这意味着我们只在 [t2, t3]这一小段将控制律修改为 ω。那么，上面对 [t0, tf ]的积分立刻转化为对 [t2, t3 = t2+∆t]

的积分。设 f(x, u)对两个槽位都是 Lipschitz连续的，系数分别为 γf , ρf > 0，则可证明由控制律扰动带来的状
态扰动：

‖δx(t)‖ ≤ exp(γf t)

∫ t

t0

exp(−γfτ)ρf‖δu(τ)‖dτ

因此，只要把针状变分的区间长度∆t设置得足够小，上面 p(tf )·δx(tf )中，积分号内的 p(t)·
[
∂f

∂x
(x, u+ δu)− ∂f

∂x
(x, u)

]
·

δx就是比后面的部分更高一阶的小量，可以忽略。利用最优控制的条件 p(tf )δx(tf ) ≥ 0得到：∫ t2+∆t

t2

[H(x(t), u(t) + δu(t), p(t))−H(x(t), u(t), p(t))] dt ≥ 0

这意味着，对任意 u0 ∈ U，有：∫ t2+∆t

t2

[H(x(t), u0, p(t))−H(x(t), u(t), p(t))] dt ≥ 0

由积分中值定理，存在 τ ∈ [t2, t2 +∆t]，使得：

[H(x(τ), u′(τ), p(τ))−H(x(τ), u(τ), p(τ))] ≥ 0, ∀u′(τ) ∈ U (1.52)

由H的定义立刻知道 H(x(tf ), u(tf ), p(tf )) = 0，下面证明它在系统运行过程中恒为 0。首先证明它连续。考虑
u(t)的不连续点左侧的任一连续点 t1 − ϵ，取任一容许控制 u′(t1 − ϵ)，最优控制仍记为 u(t1 − ϵ)，那么：

H(x(t1 − ϵ), u(t1 − ϵ), p(t1 − ϵ)) ≤ H(x(t1 − ϵ), u′(t1 − ϵ), p(t1 − ϵ))

取 u′(t1 − ϵ) = u(t1 + ϵ)，并令 ϵ→ 0，立刻得到：

H(x(t1), u(t1), p(t1)|− ≤ H(x(t1), u(t1), p(t1)|+

同样的操作将得到：
H(x(t1), u(t1), p(t1)|+ ≤ H(x(t1), u(t1), p(t1)|−

立刻知道H是对 t连续的。考虑G(x(t), p(t))是最优控制轨迹上的H，即G(x(t), p(t)) = minu′(t) H(x(t), u′(t), p(t))。
考虑任意区间 [t2, t3]，由极值条件：

H(x(t2), u(t3), p(t2)) ≥ H(x(t2), u(t2), p(t2)) = G(x(t2), p(t2))

以及
H(x(t3), u(t2), p(t3)) ≥ H(x(t3), u(t3), p(t3)) = G(x(t3), p(t3))

从而有不等式：

H(x(t3), u(t3), p(t3))−H(x(t2), u(t3), p(t2)) ≤ G(x(t3), p(t3))−G(x(t2), p(t2)) ≤ H(x(t3), u(t2), p(t3))−H(x(t2), u(t2), p(t2))
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看这个不等式的两边，以左侧为例：

lim
∆t→0

1

∆t
{H(x(t3), u(t3), p(t3))−H(x(t2), u(t3), p(t2))}

≈ lim
∆t→0

1

∆t

{
−[x(t2)− x(t3)] ·

∂H
∂x

(x(t3), u(t3), p(t3))− [p(t2)− p(t3)] ·
∂H
∂p

(x(t3), u(t3), p(t3))

}
≈ ẋ · ∂H

∂x
(x(t3), u(t3), p(t3)) + ṗ · ∂H

∂p
(x(t3), u(t3), p(t3)) = 0

等式右侧可做类似处理。由不等式夹逼得到
d

dt
G(x(t), u(t)) = 0，从而在最优控制下，H(x(t), u(t), p(t)) = 0恒

成立。至此，我们证明了最优控制时，x(t), u(t), p(t)应满足的所有条件，通过利用这些条件给出最优控制的方
式称为“庞特里亚金极值原理”。在这个证明中我们主要做了两件比较不平凡的事情：1）将标准变分换成针状
变分，相较于标准变分“在整个路径上都有变化，但是变化无限小”的操作，针状变分的做法是“仅在一段时间

上有变化，但变化的时间无穷短”；2）我们追踪了 p(t) =
∂h(x(tf ))

∂x(t)
的变化，也就是说，协态变量的意义是“影

子价格”，它反映了 t时刻轨迹稍稍变化，对性能指标的影响。
下面我们将给出其他更复杂情况下的极值原理，我们将尝试把更复杂的问题归约到之前求解过的简单问题。

首先修改性能指标的形式，在性能指标中加入运行代价：J [u] = h(x(tf )) +
∫ tf
t0
g(x(t), u(t))dt，为此，引入新的

状态变量 ẋN+1(t) = g(x(t), u(t))，性能指标就写成 J = h(x(tf )) + xN+1(tf )。利用前面已经得到的极值条件求
解这个新问题。记 x̄(t) = [xT (t), xN+1(t)]

T , p̄(t) = [pT (t), pN+1(t)]
T，此时的哈密顿量应当是：

H(x̄(t), u(t), p̄(t)) = p(t) · f(x(t), u(t)) + pN+1(t)g(x(t), u(t))

由协态变量满足的方程：

ṗ(t) = −
[
∂f

∂x
(x(t), u(t))

]
· p(t)− pN+1

∂g

∂x
(x(t), u(t)), ṗN+1(t) = 0

由 tf 时刻边界条件：
∂h

∂x
(x(tf ))− p(tf ) = 0, 1− pN+1(tf ) = 0

可以看出，新加入的 pN+1(t) = 1恒成立，因此我只需要将H设置为

H(x(t), p(t), u(t)) = p(t) · f(x(t), u(t)) + g(x(t), u(t)) (1.53)

就可以直接使用上文中仅有终端代价问题的四个极值条件了。下面我们再考虑动力学方程和性能指标都可以显
含时间的情况，即 ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)，J [u] = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf
t0
g(x(t), u(t), t)dt，这可以通过引入新的状态

变量 ẋN+1(t) = 1, xN+1(t0) = t0 来将此问题归约到刚才求解过的问题（性能指标中含有运行代价，但性能指标
和动力学方程均不显含时间），此时的哈密顿量应当是：

H̄(x̄(t), u(t), p̄(t)) = g(x(t), u(t), t) + p(t) · f(x(t), u(t), t) + pN+1(1) · 1

为了和上面性能指标、动力学方程不显含 t 的情形下 H 的形式看起来一致，我们不希望最终的结论中出现 H̄，
而要出现H(x(t), u(t), p(t), t)，它定义为：

H̄(x̄(t), u(t), p̄(t) := H(x(t), u(t), p(t), t)+ pN+1(t) ⇒ H(x(t), u(t), p(t), t) = g(x(t), u(t), t)+ p(t) · f(x(t), u(t), t)

由 H̄的极值条件 H̄(x̄(t), u(t), p̄(t)) ≤ H̄(x̄(t), u′(t), p̄(t)), ∀u′(t) ∈ U，可知H(x(t), u(t), p(t), t) ≤ H(x(t), u′(t), p(t), t)，
∀u′(t) ∈ U，这是关于H的极值条件。考虑原有的状态变量、协态变量的演化：

ẋ(t) =
∂H̄(x̄, u, p)

∂p
=
∂H(x, u, p, t)

∂p
ṗ(t) = −∂H̄(x̄, u, p)

∂x
=
∂H(x, u, p, t)

∂x
(1.54)

利用边界条件：
0 =

∂h

∂x
(x(tf ), tf )− p(tf ) 0 =

∂h

∂t
(x(tf ), tf )− pN+1(tf ) (1.55)

以及
0 = H̄(x̄(tf ), u(tf ), p̄(tf )) = H(x(tf ), u(tf ), p(tf ), tf ) + pN+1(tf )
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将方程1.55中的第二式代入上式，得到：

0 = H(x(tf ), u(tf ), p(tf ), tf ) +
∂h

∂t
(x(tf ), tf ) (1.56)

我们看到这样的非自治系统的最优控制律和状态演化仍然由 H 对 u(t) 的极值条件，状态变量、协态变量满
足的正则方程组（方程1.54）以及边界条件（方程1.55，1.56）给出。相比于之前不含时的版本，我们失去了
H(x(t), u(t), p(t), t) = 0 恒成立这个性质。最后我们考虑系统的终端时刻、终端状态受约束的情形。设系统必
须落在目标集 S = {x(tf ) : m(x(tf ), tf ) = 0}中，仍然使用乘子法将约束放到性能指标中：

J̄ [u, λ] = h(x(tf ), tf ) + λ ·m(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt := h̄(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt

可以看出，除了需要满足哈密顿量 H(x(t), u(t), p(t), λ, t)对 u(t)的极值条件，状态变量、协态变量的演化方程
之外，需要满足边界条件：

∂h̄

∂x
(x(tf ), tf , λ)− p(tf ) = 0, m(x(tf ), tf ) = 0, H(x(tf ), u(tf ), p(tf ), λtf ) +

∂h̄

∂t
(x(tf ), tf , λ) = 0 (1.57)

1.4.3 连续时间动态规划：哈密顿-雅可比-贝尔曼方程

上面介绍的庞特里亚金极值原理是一种“面向策略”的方法，我们还有一种“面向值函数”的方法。定义值
函数 V (x, t)是在初始时刻 t，从初始状态 x出发，运行到终端时刻所需的最小代价，换言之：

V (x, t) = min
u(t)

[
h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

]
s.t.x(t) = x

简单起见，考虑一类终端时间固定、终端状态自由的最优控制问题：有状态变量 x(t)，控制变量 u(t)，系统动力
学方程 ẋ(t) = f(x(t), u(t), t)，性能指标 J [u] = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf
t
g(x(τ), u(τ), τ)dτ。若值函数 V (x, t)二阶连续

可微，则如下 PDE（被称为 Hamilton-Jacobi-Bellman方程）是最优控制的充要条件：

−∂V
∂t

(x(t), t) = min
u(t)∈RM

H
(
x(t), u(t),

∂V (x(t), t)

∂x
, t

)
(1.58)

边界条件是：
V (x(tf ), tf ) = h(x(tf ), tf ) (1.59)

其中H = g + p · f。我们将分别对 HJB方程的必要性和充分性给予证明。
首先证明必要性：若 u(t)是最优控制，则 HJB方程必成立。这需要将值函数中的积分拆成两段：

V (x(t), t) = min
u(τ)

[
h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

]
= min

u(τ)

[
h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t+∆t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ +

∫ t+∆t

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

]

= min
u(τ)

[
V (x(t+∆t), t+∆t) +

∫ t+∆t

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

]
这里我们已经使用了序贯决策问题的最优子结构性质：若 u(τ), τ ∈ [t, tf ]是 τ ∈ [t, tf ]上的最优控制，则 u(τ), τ ∈
[t+∆t, tf ]必然是 τ ∈ [t+∆t, tf ]上的最优控制，如果不是，我们可以把 τ ∈ [t+∆t, tf ]这一段的控制律换掉，
这与 u(τ), τ ∈ [t, tf ]是最优控制矛盾。继续推导：

V (x(t), t) ≈ min
u(τ)

[
g(x(t), u(t), t)∆t+ V (x(t), t) +

∂V

∂t
(x(t), t)∆t+

∂V (x)

∂x
(x(t), t) · f(x(t), u(t), t)∆t

]
两侧同时减去 V (x(t), t)，并把

∂V

∂t
(x(t), t)∆t移到左侧（我们能做这两个操作是因为我们操作的项与 u(t)无关，

不受“取最小”这个操作的影响），然后两边除以 ∆t，直接得到 HJB方程。
接下来证明充分性。我们需要证明 HJB方程满足时：1）V (x(t), t)确实是值函数，2）且 u(t)确实是最优控

制。分两步完成这个证明，第一步证明 V (x0, t0)是在 t0时刻从 x0状态出发，施加某个控制律 u(t)的性能指标，
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这需要我们找到 V (x(t), t)的全导数。记：

u(t) = argmin
ξ

H
(
x(t), ξ,

∂V (x(t), t)

∂x
, t

)
那么：

−∂V
∂t

(x(t), t) = min
ξ

H
(
x(t), ξ,

∂V (x(t), t)

∂x
, t

)
= H

(
x(t), u(t),

∂V (x(t), t)

∂x
, t

)
= g(x(t), u(t), t) +

∂V (x(t), t)

∂x
· f(x(t), u(t), t)

移项：

0 = g(x(t), u(t), t) +
∂V (x(t), t)

∂x
· f(x(t), u(t), t) + ∂V

∂t
(x(t), t)

= g(x(t), u(t), t) +
∂V (x(t), t)

∂x
· ẋ+

∂V

∂t
(x(t), t)

= g(x(t), u(t), t) +
d

dt
[V (x(t), t)]

对 [t0, tf ]区间积分，得到：

V (x(t0), t0) = V (x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt

第二步，我们证明使得每时每刻H取最小值的控制律 u(t)确实是最优控制律。设我们使用了不同于最优控制的
控制律 u′(t)，系统的状态是 x′(t)，则：

−∂V
∂t

(x′(t), t) = min
ξ

H
[
x′(t), ξ,

∂V

∂x
(x′(t), t), t

]
≤ H

[
x′(t), u′(t),

∂V

∂x
(x′(t), t), t

]
使用与第一步中类似的推导，得到：

V (x′(t0) = x0, t0) ≤ V (x′(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x′(t), u′(t), t)dt

左侧是从 t0时刻出发，以 x0为初始状态，控制律 u(t)下的性能指标，右侧是控制律 u′(t)下的性能指标。所以
u(t)确实是最优控制。

最后，我们要证明
∂V

∂x
(x(t), t)就是协态变量，从而HJB方程给出了与庞特里亚金极值原理相同的H对 u(t)

的极值条件。直接追踪其时间演化（仍以 u(t)记代表最优控制）：
d

dt

[
∂V

∂x
(x(t), t)

]
=
∂2V

∂x2
(x(t), t)

dx

dt
+
∂2V

∂t∂x
(x(t), t)

=
∂2V

∂x2
(x(t), t) · f(x(t), u(t), t) + ∂2V

∂x∂t
(x(t), t)

=
∂2V

∂x2
(x(t), t) · f(x(t), u(t), t)− ∂

∂x

[
g(x(t), u(t), t) +

∂V

∂x
(x(t), t) · f(x(t), u(t), t)

]
= −∂g

∂x
(x(t), u(t), t)− ∂V

∂x
(x(t), t) · ∂f

∂x
(x(t), u(t), t)

= −∂H
∂x

(
x(t), u(t),

∂V

∂x
(x(t), t), t

)
所以

∂V

∂x
(x(t), t)的演化方程与 p(t)一致。边界条件 V (x(tf ), tf ) = h(x(tf ), tf )直接给出：

p(x(tf ), tf ) =
∂h

∂x
(x(tf ), tf )

tf 时刻使用 HJB方程给出：

0 =
∂h

∂x
(x(tf ), tf ) +H(x(tf ), u(tf ),

∂V

∂x
(x(tf ), tf ), tf )

这是前面动力学方程和性能指标含时问题的关于 p(t)和H(x, u, p, t)的边界条件。
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1.4.4 简单例子：线性二次型调节器

现在我们举一个简单且常用的例子：线性二次型调节器（LQR）。考虑系统有状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，
控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM，系统的动力学方程是:

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) A(t) : [t0, tf ] → RN×N , B(t) : [t0, tf ] → RN×M

系统终端时刻 tf 固定，终端状态自由，控制变量无约束，最小化二次型的性能指标：

J [u] =
1

2
xT (tf )Hx(tf ) +

1

2

∫ tf

t0

[
xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)

]
dt

其中H ∈ RN×N，Q(t) : [t0, tf ] → RN×N，R(t) : [t0, tf ] → RM×M，H,Q(t)半正定，R(t)正定。首先使用庞特
里亚金极值原理求解这个问题。构造哈密顿量：

H(x, u, p, t) =
1

2
xT (t)Q(t)x(t) +

1

2
uT (t)R(t)u(t) + pT (t)A(t)x(t) + pT (t)B(t)u(t)

利用极值条件：
0 =

∂H
∂u

= R(t)u(t) +BT (t)p(t) ⇒ u(t) = −R−1(t)BT (t)p(t) (1.60)

这是 LQR问题的开环控制律 u(t)。将其代入哈密顿量，使用正则方程组即可得到状态变量、协态变量的演化：

M(t) =

[
A(t) −B(t)R−1(t)BT (t)

−Q(t) −AT (t)

] [
ẋ(t)

ṗ(t)

]
= M(t)

[
x(t)

p(t)

]
然而，这样的开环控制律是在使用之前预先计算好的，在实际使用中，系统常受到外界扰动导致系统状态偏离
开环控制律下的 x(t)，此时再给系统施加预先计算好的开环控制律可能会导致“越来越错”的效果，系统的鲁棒
性极差（没有反馈，就没有鲁棒性！这会导向一个被称为“鲁棒控制”的领域，专门设计控制器以最优化最坏情
况下的控制器性能！）。因此，我们希望计算一个反馈控制律/闭环控制律，显然是要将 p(t)用 x(t)表示出来。该
微分方程的解有如下形式： [

x(tf )

p(tf )

]
=

[
ϕ11(tf , t) ϕ12(tf , t)

ϕ12(tf , t) ϕ22(tf , t)

][
x(t)

p(t)

]

根据 p(t)的边界条件，有：

p(tf ) = Hx(tf ) ⇒ Hϕ11(tf , t)x(t) +Hϕ12(tf , t)p(t) = ϕ21(tf , t)x(t) + ϕ22(tf , t)p(t)

从这里解出：
p(t) = [ϕ22(tf , t)−Hϕ12(tf , t)]

−1[Hϕ11(tf , t)− ϕ21(tf , t)]x(t) := K(t)x(t)

这里的K(t)可以直接解 ODEs解出来，我们也可以导出K(t)服从的演化方程。将 p(t)代入 x(t), p(t)的演化方
程：

ẋ(t) = [A(t)−B(t)R−1(t)B(t)K(t)]x(t) K̇(t)x(t) +K(t)ẋ(t) = [−Q(t)−AT (t)K(t)]x(t)

消去 ẋ(t)，使得 (· · · )x(t) = 0中 x(t)前的系数得 0，可以得到K(t)满足的 Ricatti递归方程：

0 = K̇(t) +Q(t)−K(t)B(t)R−1(t)K(t) +K(t)A(t) +AT (t)K(t) (1.61)

边界条件K(tf ) = H。

这个问题也可以使用 HJB方程求解。哈密顿量中的 p(t)换成
∂V

∂x
：

H
(
x(t), u(t),

∂V

∂x
(x(t), t), t

)
=

1

2
xT (t)Q(t)x(t) +

1

2
uT (t)R(t)u(t) +

[
∂V

∂x
(x(t), t)

]
[A(t)x(t) +B(t)u(t)]

由H取极值得到：
u(t) = −R−1(t)B(t)

∂V

∂x
(x(t), t)

代入 HJB方程：

∂V

∂t
(x(t), t) +

1

2
xT (t)Q(t)x(t) +

[
∂V

∂x
(x(t), t)

]
A(t)x(t)− 1

2

[
∂V

∂x
(x(t), t)

]T
B(t)R−1(t)BT (t)

∂V

∂x
(x(t), t) = 0
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直接解这个方程当然是很难的，需要猜测值函数的形式。直接猜测它也是二次型，即V (x(t), t) =
1

2
xT (t)K(t)x(t)，

将其代入上式，可以得到与方程1.61相同的结果。

1.4.5 *试验内容：最优控制与经典力学的关系；一类最优控制问题的几何化

看到这里，相信每个人都会有点疑惑：为什么我们将H叫做“哈密顿量”？为什么状态变量和协态变量竟然
满足哈密顿正则方程组？这里给出一种也许可行的解释。首先我们说明其实有两种等效的极值原理。之前，我
们构造的哈密顿量是：

H = g(x(t), u(t), t) + p(t) · f(x(t), u(t), t)

正则方程组、极值条件：

ẋ =
∂H
∂p

= f ṗ = −∂H
∂x

= −∂g
∂x

− p · ∂f
∂x

u(t) = argmin
u(t)

H(x(t), u(t), p(t), t)

严格来说这个叫庞特里亚金极小值原理，还有另外一种极值原理，它的哈密顿量：

H′ = −g(x′(t), u′(t), t) + p′(t) · f(x′(t), u′(t), t)

正则方程组和极值条件：

ẋ′ =
∂H′

∂p′
= f ṗ′ = −∂H

′

∂x′
= +

∂g′

∂x′
− p′ · ∂f

′

∂x′
u′(t) = argmax

u′(t)
H′(x′(t), u′(t), p′(t), t)

这被称为严格来说这个叫庞特里亚金极大值原理。很容易证明它们二者是等价的，只需令 x′(t) = x(t), p′(t) =

−p(t), u(t) = u′(t)，则 H′ = −H，从而这个 u(t)在最小化 H的同时将最大化 H′，也就是说极小值原理和极大
值原理给出相同的控制律；并且，此时两套正则方程组也是完全相同的。

我们在极小值原理的框架下试着找找最优控制和经典力学的关系。由于整个经典力学都是在标准变分的框
架下推导的，没有使用针状变分，因此它的能力仅限于处理控制律无约束的最优控制问题。简便起见，考虑系
统有状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，控制变量 u(t) : [t0, tf ] → RM，终端状态、终端时刻自由或固定（我们暂
时不管边界条件，先尝试做出 x(t), p(t)的演化方程），性能指标只有运行代价：J [u] =

∫ tf
t0
g(x(t), u(t), t)dt。一

个重要的特性是，经典力学是一种“命题作文”，系统演化的所有信息都包含在作用量中；最优控制是“完形填
空”，性能指标和动力学方程共同指定了系统的演化。所以首先我们要给最优控制问题找个作用量/拉氏量。一
种做法是：考虑 2N + M 维系统，将其前 N 个广义坐标 q1, · · · , qN 对应到状态变量 x1(t), · · ·xN (t)；将其第
N + 1 ∼ N +M 个广义坐标对应到控制变量 u1(t), · · · , uM (t)；将其第 N +M + 1 ∼ 2N +M 个广义坐标对应
到协态变量 p1(t), · · · pN (t)，使用如下拉氏量：

L(q, q̇, t) = −g(q, t) +
N∑
i=1

qN+M+i(q̇i − fi(q))

做个勒让德变换给出哈氏量。先求正则动量：

pi =
∂L

∂q̇i
= qN+M+i, pN+k =

∂L

∂q̇N+k
= 0 (k = 1, · · · ,M), pN+M+i =

∂L

∂q̇N+M+i
= 0 (i = 1, · · · , N)

注意这里的 p是正则动量，不是之前提到的协态变量（然而它们共用符号了）。我们之前把 qN+M+i设置成协态
变量，现在可以看到它们就是与前 N 个正则坐标对应的正则动量。求出哈氏量：

H =

2M+N∑
i=1

piq̇i − L

=

N∑
i=1

piq̇i −
N∑
i=1

pi(q̇i − fi(q, t)) + g(q, t)

= g(q, t) +

N∑
i=1

pifi(q, t)

这个就是我们在极大值原理中构造的哈密顿量。但是注意我们之前求出了 pN+k = 0, pN+M+i = 0，也就是说
系统有 N +M 个约束，根据 Dirac 的约束理论，我们需要在哈氏量中补充 N +M 个乘子。令 ϕN+k(p, q) =
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pN+k (k = 1, · · · ,M)，ϕN+M+j(p, q) = pN+M+j (j = 1, · · ·N)，加入乘子后的哈氏量是：

H† = g(q, t) +

N∑
i=1

pifi(q, t) +

M∑
k=1

ϕN+k(p, q)λN+k(t) +

N∑
j=1

ϕN+M+j(p, q)λN+M+j(t)

下面写出正则方程。关于下标 1, · · · , N 的正则方程是：

q̇i =
∂H
∂pi

= fi(q, t) ṗi = −∂H
∂qi

= −∂g(q, x)
∂qi

−
N∑
j=1

pj
∂fj(q, t)

∂qi

这是状态变量、协态变量的演化方程。关于下标 N + 1, · · · , N +M 的正则方程是：

q̇N+k =
∂H

∂pN+k
= λN+k(t) ṗN+k = − ∂H

∂qN+k
= −∂g(q, x)

∂qN+k
−

N∑
j=1

pj
∂fj(q, t)

∂qN+k
= 0

这里前一半方程不给出任何信息，后一半方程作为次级约束给出最优控制律。关于下标N +M + 1, · · · 2N +M

的正则方程是：
q̇N+M+i =

∂H
∂pN+M+i

= λN+M+i(t) ṗN+M+i = − ∂H
∂qN+M+i

= 0

从上面这些方程，我们可以看出 pN+kqN+M+i, pN+M+i 这三部分完全没用，通过求解 ṗN+k = 0这M 个方程，
在一些条件下（隐函数定理），我可将控制律 qN+k 以 qi, pi 显式写出。从而系统应当被视作在相空间的 2N 维
子流形上运动（换言之，原系统等价于一个 2N 维相空间中的新系统，这个新系统的哈氏量是 H′ = g(q, t) +∑N

i=1 pifi(q, t)，fi(q, t)中所有的控制变量使用 qi, pi 表示出），只有 qi, pi 是能有效描述系统状态的变量。
经典力学中的HJB方程和上述最优控制中的HJB方程有不同，经典力学中的HJB方程是关于经典作用量/第

二类正则变换生成函数的方程，其自变量是路径的终点；最优控制中的 HJB方程是关于值函数的方程，其自变
量是路径的起点。为了从经典力学的角度做出最优控制中的 HJB方程，我们需要研究从某一起点 (q, t)出发，到
达固定终点 (qf , tf )的路径的作用量。考虑扰动路径的初始点、初始时间和路径本身，作用量的变化是：

δS(q, t) =

∫ tf

t0

(
∂L
∂q

− d

dt

(
∂L
∂q̇

))
dt+

(
∂L
∂q̇
δq(t)

)
|tft0 − Lδt = −

(
∂L
∂q̇
δq(t)

)
|t0 − Lδt

利用关系 δq(t0) = dq − q̇(t0)δt，q′(t0 + δt)− q(t0) = dq，可知：

δS = −(p · dq − p · q̇dt)− Ldt = −p · dq +Hdt =
∂S

∂q
· dq + ∂S

∂t
dt

注意，按照上文中拉氏量的定义，路径的经典作用量 S =
∫
Ldt是值函数的相反数（我们在拉氏量中减去了运

行代价）。因此：

δV = +p · dq −Hdt =
∂V

∂q
· dq + ∂V

∂t
dt

从中直接提取出最优控制的 HJB方程：
∂V

∂t
(q, t) = −H

(
q,
∂V

∂q
, t

)
另一个有趣的问题是最优控制律下系统的轨迹可以被视作某个度规下的测地线吗？或者说我们能否找到一

套程序化的方式将最优控制问题几何化？这里浅浅讨论一类问题，系统有状态变量 x(t) : [t0, tf ] → RN，控制变量
u1(t), u2(t), · · · , uM (t)都是标量函数，系统的动力学方程 ẋ = f0(x)+

∑M
i=1 uifi(x)，fi(x) : [t0, tf ]×RN → RN，

性能指标 J [u] =
∫ 1

2

∑M
i=1 u

2
idt。这个问题代表了一系列的能量最小化问题。这里我们从极大值原理的哈氏量出

发开始讨论（这只是因为我是从一些简单例子开始尝试的，从极大值原理出发导致后面的一些例子中，H将包
含一个关于 p的正定二次型，看起来比较顺眼），考虑庞特里亚金极大值原理的哈氏量：

H = pT

(
f0(x) +

M∑
i=1

uifi(x)

)
− 1

2

M∑
i=1

u2i

最优控制律是 ui = pT fi(x)，代入得到上文中提到的 2N 维相空间中的哈氏量：

H = pT f0(x) +
1

2

M∑
i=1

pTFi(x)p, Fi(x) = fi(x)f
T
i (x)
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从这里能看出其实最优控制和哈氏力学是自动兼容的，然而我们一般不在相空间中谈度规（相空间中只有正则
辛形式），在拉氏力学中，我们可以在构型空间上配备度规，比如如果拉氏量形如 L =

1

2
mij ẋ

iẋj − V (x)，我们
会有 Jacobi度规 gij = 2(E − V (x))mij，所以我们的第一个想法一定是试图把这个哈氏力学系统换到拉氏力学
系统。然而，这个变换要求

∑M
i=1 Fi(x)可逆。一般情况下这不可能，一种可行的方式是先补上一个 pT (ϵI)p，之

后再令 ϵ→ 0。令 F̃ (x) =
∑M

i=1 Fi(x) + ϵI，考虑哈氏量到拉氏量的变换：

H̃ = pT f0(x) +
1

2
pT F̃ (x)p⇒ L =

1

2
(ẋ− f0(x))

T F̃−1(x)(ẋ− f0(x))

这个拉氏量的形式可以归结为：
L =

1

2
mij(x)ẋ

iẋj +Ai(x)ẋ
i − V (x)

其实就是电磁场中经典带电粒子的拉氏量。我们声称这个拉氏量可以通过“升一维”的方式实现几何化：引入
新坐标 s，以下度规的测地线在 {x1, · · · , xN}上的投影与上述拉氏量给出的运动轨迹相同：

(dl)2 = mij(x)dx
idxj + ϕ(x)(ds+Ai(x)dx

i)2

我们来证明这一点，同时将未定的标量函数 ϕ(x)确定下来。由 E-L方程，原拉氏量给出的运动方程是：
1

2

∂mij

∂xk
ẋiẋj − ∂mkj

∂xl
ẋlẋj −mkj ẍ

j + Fkiẋ
i − ∂V

∂xk
= 0, Fki =

∂Ai

∂xk
− ∂Ak

∂xi

仍然使用 E-L方程求出 (dl)2 = · · · 度规的测地线，这需要构造拉氏量：

L̄ =
1

2
mij(x)ẋ

iẋj +
1

2
ϕ(x)

(
ṡ+Ai(x)ẋ

i
)2

显然 s是循环坐标，那么有守恒量：
ϕ(x)(ṡ+Ai(x)ẋ

i) = Const = Q

关于 xk 的 E-L方程给出：
1

2

∂mij

∂xk
ẋiẋj − ∂mkj

∂xl
ẋlẋj −mkj ẍ

j +QFkiẋ
i +

1

2

∂ϕ

∂xk
Q2

ϕ2(x)
= 0

对比可知 Q = 1，以及
Q2

ϕ2(x)

∂ϕ(x)

∂xk
= −∂V (x)

∂xk
⇒ 1

2

1

ϕ(x)
= V (x) + C

C 是任意常数。至此我们完成了证明。看看新引入的坐标 s，由于 ϕ(x)(ṡ+ Ai(x)ẋ
i) = 1，它不是独立的。s本

身不出现在度规中，因此 s的取值有规范自由性。在度规中出现了 (ds+Ai(x)dx
i)这样的项，如果我对磁场做

规范变换，使得 Ai(x) → Ai(x) + ∂iΛ(x)，那么我可以同时做变换：s→ s−Λ(x)使得度规保持不变。注意，电
磁场的规范变换与波函数/狄拉克旋量的相位变换一同出现，所以我完全可以认为我们的构型空间不是 RN ×R1，
而是 RN × S1，也就是说新加入的这个维度是个圆环，做变换 s → s+ 2π后回到原点。我们讨论的是如何为电
磁场中经典粒子的构型空间配备度规，但是这个理论有相对论协变版本（Kaluza-Klein理论），这是人类历史上
第一次统一引力和电磁相互作用的尝试，这种引入新的、被紧致化的维度的做法将通向弦论。

下面算一个例子。考虑非常经典的最优控制问题：

ẋ1 = x2 ẋ2 = u min

∫
1

2
u2dt

按照极大值原理的做法，哈氏量是 H = p1x2 + p2u − 1

2
u2，最优控制律是 u = p2，代入后得到哈密顿量 H =

p1x2 +
1

2
p22，加上我们之前提到的 ϵ−修正，并变成拉氏量：

H̃ =
1

2
ϵp21 + p1x2 +

1

2
(1 + ϵ)p22 ⇒ L =

1

2
(ẋ1 − x2)

2 +
1

2(1 + ϵ)
ẋ22

对比得：
m11 =

1

ϵ
, m22 =

1

(1 + ϵ)
, A1(x) = −x2

ϵ
, ϕ(x) = − ϵ

x22 + C

32



1.4 Day 4: 弱水三千取一瓢

不妨取 C = 1，构造度规：

(dl)2 =
1

ϵ
(dx1)

2 +
1

(1 + ϵ)
(dx2)

2 − ϵ

(x22 + 1)

(
ds− x2

ϵ
dx1

)2
仍然用 E-L方程把它的测地线做出来，令：

L̄ =
1

2ϵ
(ẋ1)

2 +
1

2(1 + ϵ)
(ẋ2)

2 − ϵ

2(x22 + 1)

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

)2
首先，s是循环坐标，所以：

∂L̄
∂ṡ

= − ∂ϵ

∂(x22 + 1)

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

)
= C1 = 1

x1 也是循环坐标，所以：
∂L
∂ẋ1

=
1

ϵ
ẋ1 +

ϵ

(x22 + 1)

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

) x2
ϵ

= C2 ⇒ ẋ1 = x2 + ϵC2

对 x2 的 E-L方程给出：

− 1

1 + ϵ
ẍ2 +

ϵ

(x22 + 1)2
x2

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

)2
+

ϵ

(x22 + 1)

(
ṡ− x2

ϵ
ẋ1

) ẋ1
ϵ

⇒ ẍ2 = (1 + ϵ)C2

取 ϵ→ 0，立刻得到这个最优控制问题的解：

ẋ1 = x2 ẍ2 = C2 ⇒ x1(t) = A(t− t0)
3 +B(t− t0)

2 + C(t− t0) +D
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2.1 核心抑制：核电，轻而易举啊！

2.1 核心抑制：核电，轻而易举啊！
龙之研究 (https://www.mcmod.cn/class/423.html) 是一个邪恶的模组，凭借一己之力创造了 Minecraft

科技模组中最容易爆炸的反应堆之一。本节中我们研究神龙反应堆的一些性质。

图 2.1: 使用通用机械的纸箱可以将失控的反应堆包装起来，这样你就获得了便携核弹。（图源 B站 UP主@沐
星团子）

2.1.1 反应堆的状态空间模型

据官方代码 (https://github.com/Draconic-Inc/Draconic-Evolution)，该反应堆可由离散时间状态空
间模型建模：状态变量包括 x1(t)/反应堆温度，x2(t)/反应堆能量缓存，x3(t)/反应堆控制场，x4(t)/燃料消耗进
度；控制变量包括 u1(t)/从反应堆缓存中提取的能量，u2(t)/向反应堆控制场中输入的能量。

图 2.2: 在反应堆的 GUI中，你可以读取四个状态变量（图源 B站 UP主@安逸菌）
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2.1 核心抑制：核电，轻而易举啊！

简便起见，在写出状态空间模型时使用以下辅助变量：
能量饱和度

ρsat(x2) = clamp
(

x2
Emax

, [0, 1]

)
燃料转化水平

λconv(x4) =

(
x4

Ftotal
× 1.3

)
− 0.3

温度乘数

η(x1) =



1 + (x1 − 8000)2 × 2.5× 10−6 x1 > 8000

1 2000 < x1 ≤ 8000
x1 − 1000

1000
1000 < x1 ≤ 2000

0 x1 ≤ 1000

基础发电量
Gbase =

Emax

1000
× 15

反向饱和度
Nsat(x2) = (1− ρsat(x2))× 99

升温阻力系数

T50(x1) = min

(
x1
Tmax

× 50, 99

)
升温部分

Trise(x2) =
N3

sat(x2)

100−Nsat(x2)
+ 444.7

降温部分

Tresist(x1) =
T 4
50(x1)

100− T50(x1)

能量产生速率
Grate(x2, x4) = (1− ρsat(x2)) ·Gbase · (1 + 2λconv(x4))

护盾消耗速率
Dsh(x1, x2) = η(x1) ·max(0.01, 1− ρsat(x2)) ·

Gbase

10.923556

燃料消耗速率
Fuse(x1, x2) = η(x1) · (1− ρsat(x2)) · 0.005

状态空间模型如下，其中时间 t的单位是 Game Tick /
1

20
sec.：

x1(t+ 1) = x1(t) +
10

10000
[Trise(x2(t))− Tresist(x1(t))(1− λconv(x4(t))) + 1000λconv(x4(t))]

x2(t+ 1) = x2(t)− u1(t) +Grate(x2(t), x4(t))

x3(t+ 1) = x3(t) + u2(t)−Dsh(x1(t+ 1), x2(t))

x4(t+ 1) = x4(t) + Fuse(x1(t+ 1), x2(t))
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2.1 核心抑制：核电，轻而易举啊！

2.1.2 瞬时最大发电功率控制器

一个很显然的想法是把这个反应堆稳定在某种平衡状态上，让它安稳地度过一生。首先，对于无输入系统
u1(t) = u2(t) = 0，不存在平衡态。对于有输入系统，由于你无法控制随时间单增的 x4(t)，系统也没有平衡态。
但是，相比于其他状态变量，x4(t)的变化速度极慢，不妨假设在其余变量向平衡态弛豫的过程中 x4不变，这样
仍可分析系统 (x1, x2, x3)的平衡态。

另一个可以观察到的重要性质是（在 x4慢变假设下）(x1, x2)组成一个子系统，该子系统只能影响外界（此
处特指 x3），无法受外界影响。由 x1的平衡条件可以给出 x1(t), x2(t)间满足的方程，解这个方程可获得 x1 7→ x2

的一一到上映射；由 x2的平衡条件可以给出 u1(t) = Grate(x2(t), x4)，由此可得到 x2 7→ u1的一一到上映射。因
此，(x1, x2)这个子系统的平衡态可以通过指定平衡态上的 x1, x2, u1 中任意一者来唯一确定。另外，通过 x1(t)

满足的方程可知：若 x1(t)受扰动上升，系统的升温速度 Trise 不变，而降温速度 Tresist 上升，因此 x1(t)将自
动回到平衡态，反之亦然；根据 x2(t)满足的方程可知：若 x2(t)受扰动上升，能量产生速率 Grate 将下降，而
能量提取速度不变，因此 x2(t) 将自动回到平衡态，反之亦然。因此子系统 (x1, x2) 的任一平衡态都是稳定平
衡（当然要严格说这件事的话，需要在平衡点附近线性化动力学方程，检查 x(t + 1) = Ax(t) + B 中矩阵 A的
本征值）。通过求解 x3 的平衡方程立刻得到 u2(t) = Dsh(x1(t + 1), x2(t))，这给出平衡时需要的 u2(t)。由于
x3(t+ 1)− x3(t) = · · · 的等号右侧不含 x3，且 x3 无法影响 x1, x2，因此 x3(t)是随遇平衡。
根据以上分析，我们很容易设计一种瞬时最高发电功率控制器。平衡态上的瞬时发电功率是：

Pgen = u1(t)− u2(t) = u1(x1)−Dsh(x1(t+ 1), x2(t)) = u1(x1)−Dsh(x1)

寻找瞬时最大发电功率的问题是一个单变量优化问题，很容易对每个燃料消耗进度 x4找到瞬时发电功率最大的
温度 x⋆1。找到 x⋆1 后，通过向系统输入能量 u1(x

⋆
1)（这个值通过 x1, x2的平衡方程解出）来将子系统 (x1, x2)移

动到平衡点上，设置抽取速率 u2 = Dsh，再为此时随遇平衡的 x3单独设置一个比例控制器，将它稳定在某个目
标值上即可。

我们给出不同燃料消耗进度 x4下反应堆的工作特性曲线（平衡点上，u1(x1)− u2(x1)和 x2(x1)曲线），以
及在这种瞬时最大发电策略下反应堆的运行全过程（直到 90%燃料被消耗为止）。

图 2.3: 不同燃料消耗进度下反应堆的工作特性曲线。随着燃料消耗，反应堆最大功率对应的温度上移；最大功
率先增后减。（左轴：净发电量；右轴：电量缓存）
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2.1 核心抑制：核电，轻而易举啊！

图 2.4: 最大瞬时功率控制下反应堆的运行全程。随着燃料消耗，控制器逐渐上移反应堆的工作温度 x1。（左轴：
温度/最大温度；右轴：电量缓存/最大电量缓存）

2.1.3 全程最大发电量控制器

燃料充足时，你可以使用最大瞬时功率控制器；燃料不足时，你可能需要全程最大发电控制器：指定关机时
燃料消耗的比例 x4,f，最大化（原则上这里应该写求和）：

J [u1, u2] =

∫ tf

0

[u1(t)− u2(t)]dt x4(tf ) = x4,f

这是一个终端时间不固定，但是（部分）终端状态固定的问题。在求解这个问题之前，我们需要对其做两点简
化：首先，（就算不采用 x4慢变近似）x3(t)只能受到其他变量的影响，而不能影响其他变量，因此我们可以令
u2(t) = Dsh，并将 x3(t)稳定在任意合法值上。这样，我们只有一个控制变量：

J [u1] =

∫ tf

0

[u1(t)−Dsh(x1(t+ 1), x2(t))]dt :=

∫ tf

0

[u1(t)− D̂sh(x1(t), x2(t), x4(t))]dt

其中 D̂sh(x1(t), x2(t), x4(t))是将 x1(t+ 1)带入 Dsh(x1(t+ 1), x2(t))中得到的。此外，作为一个终端时间自由
的问题，不适合通过初始化终端时刻的值函数，然后反向递推的方式求解。当然，你可以使用 Value Iteration算
出值函数，但是对于本例，我们有随时间单增的 x4(t)，且终端时 x4(t)固定，因此我们可以将 x4(t)作为新的时
间。考虑 x4(t)的动力学方程：

x4(t+ 1) = x4(t) + Fuse(x1(t+ 1), x2(t)) := F̂use(x1(t), x2(t), x4(t))

这里的 F̂use(x1(t), x2(t), x4(t))也是将 x1(t+ 1)带入 Fuse(x1(t+ 1), x2(t))得到的。也就是说，每消耗∆f 单位
的燃料，时间前进

∆t =
∆f

F̂use(x1(t), x2(t), x4(t))

我可以将 x1(t), x2(t)的动力学方程改写为：

x1(x4 +∆x4) = x1(x4) +

(
10

10000
[Trise(x2(x4))− Tresist(x1(x4))(1− λconv(x4))) + 1000λconv(x4)]

)
· ∆x4

F̂use(x1, x2, x4)

x2(x4 +∆x4) = x2(x4)− (u1 +Grate(x2(x4), x4)) ·
∆x4

F̂use(x1, x2, x4)

性能指标：

J [u1] =

∫ x4,f

0

[u1(x4)− D̂sh(x1(x4), x2(x4), x4)]
1

F̂use(x1, x2, x4)
dx4

之后，这个问题可以通过离散化状态空间 (x1, x2)、等效的时间步 x4以及控制变量 u1来求解。这里直接给出最
大发电量控制律下反应堆的运行过程：
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2.1 核心抑制：核电，轻而易举啊！

图 2.5: 最大发电量控制下反应堆的运行全程。（左轴：温度/最大温度；右轴：电量缓存/最大电量缓存）
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2.2 核心抑制：人生海海，山山而川
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