
电动力学拾遗
#ElectroDynamics

电动力学 II 周目
Introduction: Maxwell's Equations
Hodge Star
考虑 (R

3, δab)，可以定义一个映射 ⋆3 : Ωp(R
3) → Ω3−p(R

3) ，即将与度规适配的体元 ϵabc 与使用度规升指标后的形式缩并。典
型例子：

它显然有性质：(⋆3)2 = 1。为两个 p− 形式定义内积：

⟨α,β⟩ = ∫ α ∧ ⋆3β

考虑外微分算子 d3 的伴随，它满足：

⟨d3α,β⟩ = ⟨α, d⋆
3β⟩

左边：

⟨d3α,β⟩ = ∫ d3α ∧ ⋆3β

由于：

d3(α ∧ ⋆3β) = d3α ∧ ⋆3β + (−1)p−1α ∧ d3(⋆3β)

这里假设 β 是 p− 形式，那么 α 必须为 p − 1 形式。 利用广义 Stokes 公式，假设上式左侧积分后变成边界项消失，那么：

⟨d3α,β⟩ = ∫ d3α ∧ ⋆3β = −∫ (−1)p−1α ∧ d3(⋆3β) = ∫ α ∧ ⋆3(d⋆
3β)

读出：

⋆3(d⋆
3β) = (−1)pd3(⋆3β) ⇒ d⋆

3β = (−1)p ⋆3 d3 ⋆3 β

因此，定义 d3 的伴随算子：

d⋆
3 = (−1)p ⋆3 d3⋆3

性质：

d3d
⋆
3 + d⋆

3d3 = −∇2

我们通过其对标量场的作用说明这一点：

⋆ ⋆ ⋆



在接下来的电动力学中，我们更常用的是闵氏时空 (R4, ηab)。定义其上的 Hodge Star ⋆ : Ωp(R3,1) → Ω4−p(R3,1)，⋆2 = (−1)p+1

。

同样定义外微分算子的伴随：

d⋆ = ⋆d⋆,  Ωp(R
3,1) → Ωp−1(R

3,1)

有与 R3 中类似的性质：

dd⋆ + d⋆d = −□ =
1

c2

∂ 2

∂t2
− ∇2

Maxwell Equations
使用微分形式的语言改写 Maxwell 方程。构造电磁 2-形式：

F = (Exdx + Eydy + Ezdz) ∧ dt + Bxdy ∧ dz + Bydz ∧ dx + Bzdx ∧ dy

令 dF = 0 即给出 Maxwell 方程组中两条。

(d3d
⋆
3 + d⋆

3d3)f = (d⋆
3d3)f

= d⋆
3(∂xfdx + ∂yfdy + ∂zfdz)

= − ⋆3 d ⋆3 (∂xfdx + ∂yfdy + ∂zfdz)

= − ⋆3 d(∂xfdy ∧ dz + ∂yfdz ∧ dx + ∂zfdx ∧ dy)

= − ⋆3 (∂ 2
x + ∂ 2

y + ∂ 2
z )fdx ∧ dy ∧ dz

= −∇2f



定义电流 1− 形式：

J =
ρ

ϵ0
dt − μ0(jxdx + jydy + jzdz)

可以将 Maxwell 方程组简写为：

dF = 0,  d⋆F = J

Conservation Law of Charge
考虑体积 V  内的电荷：

dQ

dt
= ∫

V

d3r
∂ρ

∂t
= −∫

S

dσ ⋅ j = −∫
V

d3r∇ ⋅ j ⇒
∂ρ

∂t
+ ∇ ⋅ j = 0

这个结果与 Maxwell 方程组中的第二个是自洽的：

d⋆F = J ⇒ d ⋆ F = ⋆J ⇒ d(d ⋆ F) = d ⋆ J ⇒ d(⋆J) = 0

⋆J = −
1

cϵ0
(ρdx ∧ dy ∧ dz − jxdt ∧ dy ∧ dz − jydt ∧ dz ∧ dx − jzdt ∧ dx ∧ dy)

d(⋆J) =
1

cϵ0
( ∂ρ

∂t
+ ∇ ⋅ j)dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz

另一种理解方式：在闵氏时空中，每当我看到一个形如 d(⋆J) = 0 这样的方程，都意味着我可以找到一个守恒量。考虑时空中
的一个世界管：

由 Stokes 定理：

0 = cϵ0 ∫
M

d(⋆J) = cϵ0 ∫
∂M

⋆J

分别看在这三个面上的积分结果。与 ηab 适配的体元是 dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz，在顶面上诱导的体元 ι∂t(ϵ) = dx ∧ dy ∧ dz，被积形

式的限制 ⋆J|t2
= −

1

cϵ0
ρdx ∧ dy ∧ dz，因此在顶面上的积分：

cϵ0 ∫
t2

⋆J = ∫ −ρ(r, t2)dxdydz

同理得到在底面上的积分：

cϵ0 ∫
t1

⋆J = ∫ +ρ(r, t1)dxdydz



这里差的负号是由于在底面上诱导的体元有一个负号。在侧面上诱导的体元：

ιn(ϵ) = ιn(dt) ∧ dx ∧ dy ∧ dz − dt ∧ ιn(dx ∧ dy ∧ dz) = −dt ∧ dσ

被积形式在侧面上的限制（此时，空间坐标被限制在二维面上，dz 可被 dx 和 dy 表出，因此 dx ∧ dy ∧ dz = 0）：

cϵ0 ⋆ J|Side = dt ∧ (jxdy ∧ dz + jydz ∧ dx + jzdx ∧ dy) = dt ∧ (j ⋅ dσ)

因此，积分为

∫
Side

cϵ0 ⋆ J = −∫ dt∫ j ⋅ dσ

综合以上结果，并取 t2 → t1 得到连续性方程：

∫
V

d3r
∂ρ

∂t
+ ∫

S

dσ ⋅ j = 0

Coulomb's Law
设场点为 r，源点为 r′，电荷产生的电场为：

E(r) =
1

4πϵ0
∫ d3r′ρ(r′)

r − r′

|r − r′|3
= −

1

4πϵ0
∫ d3r′ρ(r′)∇

1

|r − r′|

注意到 1

|r − r′|
 是 Laplace 方程的格林函数：

∇2 1

|r − r′|
= −4πδ(r − r′)

上式两侧再求梯度得到：

∇ ⋅ E(r) = −
1

4πϵ0
∫ d3r′ρ(r′)(−4πδ(r − r′)) =

ρ

ϵ0

所以库仑定律给出四个 Maxwell 方程中的一个。使用 Gauss 定理：

∫
V

d3r∇ ⋅ E(r) =
1

ϵ0
∫
V

ρ(r)d3r =
Q

ϵ0
= ∫

∂V
dS ⋅ E(r)

Ampere's Law & Biot-Savart Law
Coulomb's Law 给出了稳态的点电荷产生电场的规律，Ampere's Law 给出了稳态电流产生磁场的规律。重新定义电场、磁
场、电流 1− 形式：

将有关磁场的 Maxwell 方程修改成使用 E, B, 𝕛 写成的形式：

d3B = (∂xBy − ∂yBx)dx ∧ dy + (∂yBz − ∂zBy)dy ∧ dz + (∂zBx − ∂xBz)dz ∧ dx

⋆3𝕛 = jxdy ∧ dz + jydz ∧ dx + jzdx ∧ dy

d⋆
3B = − ⋆3 d3 ⋆3 B = −(∂xBx + ∂yBy + ∂zBz)

改造：

∇ ⋅ B = μ0j ⇒ d3B = μ0 ⋆3 𝕛,  ∇ ⋅ B = 0 ⇒ d⋆
3B = 0

由于 d3 ⋆ B = 0，可取 3− 矢量势 ⋆B = d3A，A = Axdx + Aydy + Azdz。3− 矢量势有规范变换 A → A + dχ，一种规范是库
伦规范 d⋆

3A = 0。利用改写后的 Maxwell 方程：

d3(⋆3d3A) = μ0 ⋆3 𝕛 ⇒ ⋆3d3(⋆3d3A) = μ0𝕛 = d⋆
3d3A

E = Exdx + Eydy + Ezdz

B = Bxdx + Bydy + Bzdz

𝕛 = jxdx + jydy + jzdz



结合库伦规范知道 d3d⋆
3A = 0，推出：

(d⋆
3d3 + d3d⋆

3)A = μ0 ⋆3 𝕛 ⇒ ∇2A = −μ0j

这意味着矢量势 A 也满足一个 Laplace 方程，可以直接使用 Green 函数法写出这个方程的解：

A =
μ0

4π
∫ d3r′ j(r′)

|r − r′|

进而解出磁场：

B(r) = ∇ × A(r) =
μ0

4π
∫ d3r′j(r′)∇( 1

|r − r′|
) =

μ0

4π
∫ d3r′j(r′)

r − r′

|r − r′|3

这个是 Biot-Savart Law。

Faraday's Law
仍然使用电场、磁场、电流 1− 形式：

⋆d3E = (∂xBy − ∂yBz)dz + (∂yBz − ∂zBy)dx + (∂zBx − ∂xBz)dy

改写 Maxwell 方程：

∇ × E = −
∂B

∂t
⇒ ⋆3d3E = −

∂B

∂t
⇒ d3E = −

∂

∂t
(⋆3B)

使用广义 Stokes 定理：

−
d

dt
(∫

S

⋆3B) = ∫
S

d3E = ∫
C

E

在式子的右侧，我们利用了广义 Stokes 定理；在式子的左侧，我们要计算一个 2− 形式在二维面上的积分。我们首先将这个

2− 形式限制在二维面上：若这个二维面可以参数化为 (u, v)，则 dx =
∂x

∂u
du +

∂x

∂v
dv，y, z 同理。

dy ∧ dz = ( ∂y

∂u
du +

∂y

∂v
dv) ∧ ( ∂z

∂u
du +

∂z

∂v
dv) = ( ∂y

∂u

∂z

∂v
−

∂y

∂v

∂z

∂u
)du ∧ dv

按照二维流形上 2− 形式积分的定义：

∫
S

⋆3B = ∫
S

(
∂(y, z)

∂(u, v)
Bx +

∂(z,x)

∂(u, v)
By +

∂(x, y)

∂(u, v)
Bz)dudv = ∫

S

B ⋅ dσ

所以我们获得了简单版本的法拉第电磁感应定律。

Potential and Gauge
之前我们已经使用电磁 2− 形式完全重写了 Maxwell 方程组：

dF = 0, d(⋆F) = ⋆J

E = Exdx + Eydy + Ezdz

B = Bxdx + Bydy + Bzdz

𝕛 = jxdx + jydy + jzdz



其中 F = E ∧ dt + ⋆3B,J =
ρ

ϵ0
dt − μ0𝕛。显然可以把 F  也写成一个 1− 形式的外微分，取 F = dA,A = −ϕdt + A，那么

dA = −d3ϕ ∧ dt + dA = −d3ϕ ∧ dt + dt ∧ ∂tA + d3A

对比 F  的定义知道：

E = −d3ϕ − ∂tA,  B = ⋆3d3A

或者写成矢量形式：

E = −∇ϕ − ∂tA,  B = ∇ × A

此时有规范变换：A → A + dχ。此时，d(dA) = 0 自动满足，所以 Maxwell 方程只剩下一个：

d(⋆dA) = ⋆J ⇒ ⋆d ⋆ dA = J

同样地，选择一个规范：d ⋆ A = 0。计算：

A = −ϕdt + Axdx + Aydy + Azdz

⋆A = −
1

c
ϕdx ∧ dy ∧ dz + Axcdt ∧ dy ∧ dz + Aycdt ∧ dz ∧ dx + Azcdt ∧ dx ∧ dy

d ⋆ A = (−
1

c
∂tϕ − c∂xAx − c∂yAy − c∂zAz)dt ∧ dx ∧ dy ∧ dz

这个规范称为 Lorentz 规范，用矢量分析的语言来写：

∇ ⋅ A +
1

c2

∂ϕ

∂t
= 0

在洛伦兹规范下：

d⋆dA = 0,  d⋆A = 0

推出：

□A = −(dd⋆ + d⋆d)A = −J

特别地，在真空中有：

d⋆F = 0, dF = 0 ⇒ □F = −(dd⋆ + d⋆d)F = 0

将其写成分量式将得到电磁波方程（注意 □ = −
1

c2

∂ 2

∂t2
+ ∇2 对微分形式的每个分量分别起作用）：

1

c2

∂ 2E

∂t2
− ∇2E = 0,  

1

c2

∂ 2B

∂t2
− ∇2B = 0

Electrodynamics
Force and Energy
一个电量为 q 的点电荷以速度 v 在电场、磁场中运动，受到洛伦兹力：

F = q(E + v × B)

例子：考虑两条长直导线通有电流密度 j1, j2 平行放置，j2 产生的磁场是：

B2(r) =
μ0

4π
∫ d3r′j2(r′) ×

r − r′

|r − r′|3

那么电流 j1 感受到的力是：

∫



利用稳恒电流的性质：∇ ⋅ j1 = 0，其中

∫ d3r
j1(r) ⋅ (r − r′)

|r − r′|3
= ∫ d3rj1(r) ⋅ ∇(

j1(r)

|r − r′|
)

由于 j1(r) 在边界上消失：

F m
1 = −

μ0

4π
∫ d3r∫ d3r′(j1(r) ⋅ j2(r′))

r − r′

|r − r′|3

考虑 dt 时间内电磁场对电荷做的功:

F ⋅ dr = q(E + ṙ × B) ⋅ ṙdt = qE ⋅ vdt

推广到一般情形，取 q → ρd3r, ρv → j，对于某个区域内电荷所做总功率：

dW

dt
= ∫

V

d3rE ⋅ j

计算：

其中，第一个、第三个等号均使用了 Maxwell 方程，第二个等号使用了矢量微积分恒等式
∇ ⋅ (A × B) = A ⋅ (∇ × B) − B ⋅ (∇ × A)，继续：

dW

dt
= −

d

dt
∫
V

1

2
(ϵ0E

2 +
1

μ0
B2)d3r −

1

μ0
∫

∂V
dσ ⋅ (E × B)

这里的 U =
1

2
∫
V
(ϵ0E

2 +
1

μ0
B2) 是体积 V  中电磁场的总能量；S =

1

μ0
E × B，或 Poynting 矢量是电磁场的能流。因此我

们有：

dW

dt
= −∫

V

ud3r − ∫
S

dσ ⋅ S

ElectroMagnetic Induction
定义电动势是环绕电路一周，静电力对单位电荷所做之功：

E = ∮
C

dl ⋅ (E + v × B) = ∮
C

dl ⋅ E

考虑电路包围了面 S，前文中已推出过穿过面 S 的磁通量

Φ = ∫ dσ ⋅ B = ∫ ⋆3B

考虑电路上的 r 点以 vc(r) 运动，下面求磁通量的变化率。记 ω(t) = ⋆3B(t)，φt : S0 → S(t) 是三维空间中将 S0 移动到 S(t) 的
流，满足 φ(t)(r) = vC(r) : Xt(r), r ∈ C0。那么先考虑在固定曲面上执行这个积分：

∫ ∫

F m
1 = ∫ d3r qv(r) × B(r)

= ∫ d3rj1(r) × B(r)

=
μ0

4π
∫ d3rj1(r) × (∫ d3r′j2(r′) ×

r − r′

|r − r′|3
)

=
μ0

4π
∫ d3r∫ d3r′ j2(r′)(j1(r) ⋅ (r − r′)) − (r − r′)(j1(r) ⋅ j2(r))

|r − r′|3

E ⋅ j =
1

μ0
E ⋅ (∇ × B) − ϵ0E ⋅

∂E

∂t

=
1

μ0
(∇ ⋅ (B × E) + B ⋅ (∇ × E)) − ϵ0E ⋅

∂E

∂t

= −ϵ0E ⋅
∂E

∂t
−

1

μ0
B ⋅

∂B

∂t
−

1

 μ0
∇ ⋅ (E × B)



Φ(t) = ∫
S(t)

ωt = ∫
S0

φ⋆
tωt

两侧求导：

要继续往下计算，则考察 φ⋆
tωt 的时间导数。以 χt,h 代表从 t 演化到 t + h 时刻的流，其中 h − t ≪ t，那么

φ⋆
t+h

ωt+h = φ⋆
tχ

⋆
t,hωt+h，即先将 ωt+h 拉回到 t 时刻，再拉回 0 时刻。考虑到 ωt+h = ωt + h∂tωt, χ⋆

t,hη = η + hLXt
η，得到：

χ⋆
t,h(ωt+h) ∼ ωt+h + hLXt

(ωt) ∼ ωt + h∂tωt + hLXt
(ωt)

从而：

φ⋆
t+h(ωt+h) = φ⋆

t (ωt) + hφ⋆
t (∂tωt + LXt(ωt))

继续之前的推导：

其中，利用了 d3 ⋆ B = 0 。展开这里的第二项：

所以：

这里的 vC 是回路的运动速度，而 v 是回路中带电粒子的运动速度。这个就是法拉第电磁感应定律，右侧两项分别是感生和动
生电动势。

dΦ(t)

dt
= ∫

S0

d(φ⋆
tωt)

dt

dΦ(t)

dt
= ∫

S0

d(φ⋆
tωt)

dt

= ∫
S0

φ⋆(∂tωt + LXt(ωt))

= ∫
St

∂tωt + LXt(ωt)

= ∫
St

∂tωt + d3(ιXtωt) + ιXt(d3ωt)

= ∫
St

∂tωt + d3(ιXtωt)

= ∫
St

∂

∂t
(⋆3B) + ∫

C

ιvC(⋆3B)

ιv(⋆3B) = ιv(Bxdy ∧ dz + Bydz ∧ dx + Bzdx ∧ dy)

= Bxvydz − Bxvzdy + Byvzdx − Byvxdz + Bzvxdy − Bzvydx

= (Byvz − Bzvy)dx + (Bzvx − Bxvz)dy + (Bxvy − Byvx)dz

dΦ

dt
= ∫

S

dσ ⋅
∂B

∂t
− ∫ dl ⋅ (vC × B)

= −∫
S

dσ ⋅ (∇ × E) − ∫ dl ⋅ (vC × B)

= −∫ dl ⋅ E − ∫ dl ⋅ (vC × B)

= −∫ dl ⋅ E − ∫ dl ⋅ (v × B)



现在考虑互感。如图把两个线圈 C1,C2 放在一起：

考虑穿过线圈 2 的磁通量：

所以有一个对称的互感系数：

M21 =
μ0

4π
∮
C2

∮
C1

dr ⋅ dr′

|r − r′|

自感是电路在自身内部产生了磁通，通常有一个形状系数 L 使得 Φ = LI, E = −L
dI

dt
。考虑为了对抗自感电动势所做的功：

dW

dt
= −LI

dI

dt
⇒ W = −

1

2
LI 2 ⇒ U =

1

2
LI 2

对于只有静电场、静磁场的情况：

其中使用了 A,B 均在无穷远处消失的结论。

ElectroMagetic Wave
使用洛伦兹规范，在真空中有：

⋆

Φ2 = ∫
S2

dσ ⋅ B1

= ∫ dσ ⋅ (∇ × A1)

= ∮
C2

dr ⋅ A1(r)

=
μ0I1

4π
∮
C2

∮
C1

dr ⋅ dr′

|r − r′|

= M12I1

U =
1

2
I(LI)

=
1

2
IΦ

=
1

2
I ∫

S

dσ ⋅ B

=
1

2
I ∫

C

dl ⋅ A

∼
1

2
∫
C

d3rj ⋅ A

=
1

2μ0
∫
C

d3r(∇ × B) ⋅ A

=
1

2μ0
∫
C

d3r(∇ × A) ⋅ B

=
1

2μ0
∫
c

d3rB2



dF = 0, d⋆F = 0

这直接给出关于电场和磁场的波动方程：

1

c2

∂ 2E

∂t2
− ∇2E = 0,  

1

c2

∂ 2B

∂t2
− ∇2B = 0

先考虑 R3 中平面波，服从波动方程：

1

c2

∂ 2ϕ

∂t2
− ∇2ϕ = 0,  □ϕ = 0

其解

ϕ = exp(i(k ⋅ r − ωt)) ⇒ c2k2 = ω2

下文中总是取 ω = ck，对于 ω = −ck 的情况由波矢为 −k 的波描述。波的相速度指的是等相位点在单位时间内传播的距离。单

位长度内的周期数量为 k

2π
 个，也就是说相邻等相位点之间的距离为 2π

k
，而同一个点经过 2π 相位需要的时间是 2π

ω
，所以波

的相速度是 ω
k
。对于真空中的电磁波，它的相速度始终为 c。

将电磁波也写成平面波的形式：

E = E0 exp(i(k ⋅ r − ωt)),B = B0 exp(i(k ⋅ r − ωt))

真空 Maxwell 方程：

∇ ⋅ E = k ⋅ E0 exp(i(k ⋅ r − ωt)) = 0 ⇒ k ⋅ E0 = 0

同理推出 k ⋅ B0 = 0，因此真空中传播的电磁波的电磁场方向总是与波矢正交。从另外两个方程中得到：

k × E0 = ωB0,  k × B0 = −
ω

c2
E0

这说明 E 与 B 也是正交的。变形第一个式子得到：

c

ω
k × E0 = cB0 ⇒ cB0 = k̂ × E0

知道了这些性质，以 k̂ 记电磁波的传播方向，取 ê1 ⋅ ê2 = 0, ê1 × ê2 = k̂，把电场和磁场在 ê1, ê2 方向上分解：

E = (E1ê1 + E2ê2) exp(i(k ⋅ r − ωt)),   B =
1

c
(−E2ê1 + E1ê2) exp(i(k ⋅ r − ωt))

有如下几种偏振方式：取 E1 = A1 exp(iθ1),E2 = A2 exp(iθ2)，在 θ2 − θ1 ∈ Zπ 时，两个方向上的电场同步加强、减弱，此时
的状态称为线偏振

E = (A1ê1 + A2ê2) cos(k ⋅ r − ωt + θ1)

取 E2 = ±iE1，此时电场矢量在平面中旋转，称为圆偏振。其余情况都是椭圆偏振。

波动方程是线性的，因此实际中的电磁波可以是平面波的叠加（含有不同波矢 k 的成分）：

E =
1

(2π)3
∫ d3kE(k) exp(i(k ⋅ r − ωt)),  B =

1

(2π)3
∫ d3k

1

c
(k̂ × E(k)) exp(i(k ⋅ r − ωt))

计算其能量密度：

u =
1

2
(ϵ0∥Re(E)∥2 +

1

μ0
∥Re(B)∥2) =

ϵ0

2
(ϵ0∥Re(E)∥2 + ∥Re(cB)∥2)

∥Re(E)∥2 =
1

4
(E ⋅ E + E ⋆ ⋅ E ⋆ + 2E ⋅ E ⋆)

=
1

4
(E ⋅ E + E ⋅ E ⋆) + c. c.

=
1

4

1

(2π)6
∫ d3k∫ d3k′(E(k) ⋅ E(k′) exp(i(k + k′) ⋅ r − ic(k + k′)t) + E(k) ⋅ E ⋆(k′) exp(i(k − k′) ⋅ r − ic(k − k′)t)) + c. c.



对空间积分：

利用矢量恒等式 (a × b) ⋅ (a × c) = (a ⋅ a)(b ⋅ c) − (a ⋅ b)(a ⋅ c)，推出波包的能量：

U =
ϵ0

2

1

(2π)3
∫ d3k∥E(k)∥2

Green's Functions

仍在 Lorentz 规范下讨论。取 F = E ∧ dt + ⋆3B,J =
ρ

ϵ0
dt − μ0𝕛，A = −ϕdt + A，获得 Maxwell 方程 d⋆dA = J，附加

Lorentz 规范 d⋆A = 0，推出：

□A = −(d⋆d + dd⋆)A = −J

其中 □ = −
1

c2

∂ 2

∂t2
+ ∇2，或者写成两部分：

□ϕ =
ρ

ϵ0
,  □A = μ0j

获得了非齐次波动方程。我们希望使用 Green 函数法求解，即考虑源点 (r, t) 处的点源对 (r′, t′) 处的影响，也即求解：

□
′G(r, t; r′, t′) = δ(r − r′)δ(t − t′)

在获得 Green Function 之后，考虑方程 □ϕ = f，它的解

对于第一项，分部积分处理之：

对于第二项，我们希望将对空间的偏导数转移到 ϕ 上，从如下恒等式出发：

∇′(ϕ∇′G − G∇′ϕ) = ϕ∇′2G − G∇′2ϕ

该恒等式的证明只需展开左侧：

LHS = ∇′ϕ∇′G + ϕ∇′2G − ∇′G∇′ϕ − G∇′2ϕ = RHS

考虑第二项：

∫ d3r∥Re(E)∥2 =
1

4(2π)3
∫ d3k∫ d3k′E(k) ⋅ E(k′) exp(−ic(k + k′)t)δ(k + k′) + ⋯

=
1

4(2π)3
∫ d3k(E(k) ⋅ E(−k) exp(−2ickt) + E(k) ⋅ E ⋆(k))

ϕ(r, t) = ∫
t2

t1

dt′ ∫
V

d3r′ϕ(r′, t′)δ(r − r′)δ(t − t′)

= ∫
t2

t1

dt′ ∫
V

d3r′ϕ(r′, t′)( 1

c2

∂ 2

∂ 2t′2
− ∇′2)G(r, t; r′, t′)

∫ dt′ϕ
∂ 2

∂t′2
G = ( ∂

∂t′
G)ϕ|t2

t1
− ∫ dt′ ∂ϕ

∂t′

∂G

∂t′

= (
∂

∂t′
G)ϕ|t2

t1
− (

∂ϕ

∂t′
G)|t2

t1
+ ∫ dt′G

∂ 2ϕ

∂t′2

∫ d3r′ϕ∇′2G = ∫ d3r′G∇′2ϕ + ∫
∂V

(ϕ∇′G − G∇′ϕ) ⋅ dS

= ∫ d3r′G∇′2ϕ + ∫
∂V

(ϕ∂n′G − G∂n′ϕ)dS



合成一下，获得解：

第一项是 Green 函数的叠加，后面是空间、时间边界项。下考虑构造 Green 函数。系统的空间平移、时间平移对称性使得
Green 函数只依赖于时间间隔和空间间隔：

G(r, t; r′, t′) = G(r − r′; t − t′)

所以只需求解方程：

( 1

c2

∂ 2

∂t2
− ∇2)G(r, t) = δ(r)δ(t)

进一步地，系统的旋转对称性使得 G(r, t) 必定球对称，因此只需考虑求解 G(∥r∥, t)。考虑 ∇G =
∂G

∂r
∇r，∇r = r̂，从而

∇G =
∂G

∂r
r̂ 沿径向。对于任意径向矢量场 F(r) = A(r)r̂，都有性质：

∇ ⋅ F(r) =
1

r2

∂

∂r
(r2A(r))

这是由于：

取 F = ∇G =
∂G

∂r
r̂，有：

∇ ⋅ F = ∇2G =
1

r2

∂

∂r
(r2 ∂G

∂r
) =

∂ 2G

∂r2
+

2

r

∂G

∂r
=

1

r

∂

∂r2
(rG)

从而得到方程：

1

r
( 1

c2

∂ 2

∂t2
−

∂ 2

∂r2
)(rG) = δ(r)δ(t)

在 r > 0 处，获得一个 1 维波动方程：

( 1

c

∂

∂t
−

∂

∂r
)( 1

c

∂

∂t
+

∂

∂r
)(rG) = 0

所以 rG(r) 是一个一维波动方程的解，记为：

∇ ⋅ F =
3

∑
i=1

∂

∂xi

(A(r)
xi

r
)

= ∑
i

(A′(r)
∂r

∂xi

xi

r
+ A(r)

∂

∂xi

( xi

r
))

= A′(r)∑
i

x2
i

r2
+ A(r)∑

i

( 1

r
−

x2
i

r3
)

= A′(r) + A(r)
2

r

=
1

r2
(r2A′(r) + 2rA(r))

=
1

r2

∂

∂r
(r2A(r))



G(∓)(r, t) =
1

r
g± (t ±

r

c
)

这个波的波速为 c。对于 t +
r

c
 的解，离开源点越远，波的相位越大，那么这是从无穷远处射向源点的波；对于 t −

r

c
 的情况

则相反。为了看 g± 到底是什么，需要看源点 r = 0 处的情况，利用 Laplace 方程的 Green 函数：

∇2 ( 1

r
) = −4πδ(r)

它可以在源点处提取出方程右侧的奇异部分：

由于已固定 r = 0，对比知 g±(u) =
1

4π
δ(u)，进而 G∓(r, t) =

1

4πr
δ(r ±

r

c
)，进而：

G±(r, t; r′, t′) =
1

4π|r − r′|
δ(t − t′ ±

∥r − r′∥

c
)

忽略空间边界项：

如果采用 Green 函数：

G+(r, t; r′, t′) =
1

4π|r − r′|
δ(t − t′ −

∥r − r′∥

c
)

那么要想让它不为 0，必须 t − t′ 为正，这意味着只在 t′ = t1 上有边界项。此时的解：

ϕret(r, t) =
1

4π
∫ d3r′

f (r′, t −
|r − r′|

c
)

|r − r′|
+ ϕin(r, t)

在 t = t1 时，源积分没有贡献，场仅被 ϕin 决定，因此 ϕin 可被视为入射波。这一组解被称为"推迟解"，它是满足因果关系
的。使用另一个 Green 函数可以给出并不满足因果关系的“超前解”。

忽略边界项（设时间无穷远处并没有源），可以给出 Maxwell 方程的解：

ϕ(r, t) =
1

4πϵ0
∫ d3r′

ρ(r′, t −
|r−r′|
c
)

|r − r′|
,  A(r, t) =

1

4πϵ0
∫ d3r′

j(r′, t −
|r−r′|
c
)

|r − r′|

这组解满足 Lorentz 规范。这个结果的物理意义就是电荷、电流分布对未来的影响被"推迟"了，位于源点 r′ 处的电荷或电流需

要经过时间 t −
|r − r′|

c
 才能对场点造成影响。

Dipole Radiation
回顾上面给出的球面波波动方程的推迟解：

ϕ(r, t) =
1

4π
∫ d3r′

f (r′, t − |r−r′|
c
)

|r − r′|

(
1

c2
− ∇2)(

g±

r
) ∼ −g±∇2 (

1

r
)

= 4πg± (t ±
r

c
)δ(r)

= δ(r)δ(t)



对于非常远离源点的场点，我们使用多极子展开：考虑 f(r′) =
1

|r − r′|
，在 r′ ≪ r 时，取 r′ = 0 Taylor 展开：

f(r) ∼
1

r
+

r ⋅ r′

r3
，同理取 |r − r′| ∼ r −

r ⋅ r′

r
：

把球面波方程的解展开到一阶，获得了：

ϕ(r, t) ∼
1

4πr
∫ d3r′ (f (r′, t −

r

c
)+

r ⋅ r′

rc
∂tf (r′, t −

r

c
)+

r ⋅ r′

r2
f (r′, t −

r

c
))

接下来对磁矢势进行近似。我们希望研究电偶极辐射，因此希望在近似后的矢量势和标量势中都只出现与电偶极有关的东西，
因此，磁偶极的近似需要保留到这一阶：

A(r, t) =
μ0

4π
∫ d3r′

j(r′, t − |r−r′|
c
)

|r − r′|
∼

μ0

4πr
∫ d3r′j(r′, t −

r

c
)

这个式子中的 j 刚好能被写成电偶极矩，以 x 方向为例：

jx(r′, t) = ∇′ ⋅ (x′j(r′, t)) − x′∇′ ⋅ j(r′, t) = ∇′ ⋅ (x′j(r′, t)) + x′∂tρ(r′, t)

那么：

μ0

4πr
∫ d3r′j(r′, t −

r

c
) =

μ0

4πr

d

dt
∫ d3r′ρ(r′, t −

r

c
)r′ =

μ0

4πr
ṗ(t −

r

c
)

由于 ∇(t −
r

c
) =

r̂

c
，那么：

所以：

B = ∇ × A = −
μ0

4πr2
r̂ × ṗ(t −

r

c
)−

μ0

4πrc
r̂ × p̈(t −

r

c
) ∼ −

μ0

4πrc
r̂ × p̈(t −

r

c
)

将电势能也使用偶极矩相关的量写出：

计算电场（只保留到 1

r
 阶）：

计算辐射功率，利用电场和磁场的关系 E = −cr̂ × B：

f (r′, t −
|r − r′|

c
) ∼ f (r′, t −

r

c
+

r ⋅ r′

rc
)

∼ f (r, t −
r

c
)+

r ⋅ r′

c
∂tf (r′, t −

r

c
)

∇ × ṗ(t −
r

c
) = ϵijk∂jṗk (t −

r

c
)

= ϵijk
1

c
p̈k (t −

r

c
)r̂j

=
1

c
r̂ × p̈(t −

r

c
)

ϕ(r, t) ∼
1

4πϵ0r
∫ d3r′ (ρ(r′, t −

r

c
)+

r ⋅ r′

rc
∂tρ(r′, t −

r

c
)+

r ⋅ r′

r2
ρ(r′, t −

r

c
))

∼
1

4πϵ0r
(Q +

r̂

c
⋅ ṗ(t −

r

c
)+

r̂

r
⋅ ṗ(t −

r

c
))

E = −∇ϕ − ∂tA

∼
r̂

4πϵ0rc
⋅ p̈(t −

r

c
)∇( r

c
)−

μ0

4πr
p̈(t −

r

c
)

=
μ0

4πr
((r̂ ⋅ p̈)r̂ − p̈(r̂ ⋅ r̂))

=
μ0

4πr
r̂ × (r̂ × p̈(t −

r

c
))



所以震荡的偶极子发出了径向辐射。设 p = p(t)ẑ，那么：

S =
μ0

16π2r2c
∥p̈∥2 sin2 θr̂ ⇒ P =

μ0

6πc
∥p̈∥2

Moving Point Charge
下面考虑沿着轨迹 ξ(t) 行走的点电荷：

ρ(r, t) = qδ3(r − ξ(t)),  j(r, t) = qv(t)δ3(r − ξ(t))

代入前文中推迟势结果 t → t −
|r − r′|

c
：

ϕ(r, t) =
q

4πϵ0
∫ d3r′

δ3 (r′ − ξ(t −
|r−r′|
c
))

|r − r′|
,  A =

qμ0

4π
∫ d3r′

v(t −
|r−r′|
c
)δ3 (r′ − ξ(t −

|r−r′|
c
))

|r − r′|

考虑电势能部分, 引入一个新的 δ(⋅) 函数，从而把 t −
|r − r′|

c
 从 δ(⋅) 中放出来：

下面使用 δ(⋅) 的一个性质：考虑 δ(f(x)) 并设 f(x) 有多个零点：

δ(f(x)) ∼ δ(f ′(x0)(x − x0)) ∼
1

|f ′(x0)|
δ(x − x0)

统计所有零点处的贡献，有：

δ(f(x)) = ∑
xi

δ(x − xi)

|f ′(xi)|

考虑前面 δ(⋅) 里面的东西：

f(t′) = t′ − t +
1

c
|r − ξ(t′)|

S =
1

μ0
E × B

= −
c

μ0
(r̂ × B) × B

= −
c

μ0
(B(r̂ ⋅ B) − r̂B2)

=
c

μ0
r̂B2

=
μ0

16π2r2c
∥r × p̈∥2r̂

ϕ(r, t) =
q

4πϵ0
∫ d3r′

δ3 (r′ − ξ(t − |r−r′|
c
))

|r − r′|

=
q

4πϵ0
∫ d3r′ ∫ dt′ 1

|r − r′|
δ(r′ − ξ(t′))δ(t′ − (t −

|r − r′|

c
))

=
q

4πϵ0
∫ dt′ 1

|r − r′|
δ(t′ − t +

|r − ξ(t′)|

c
)



它的根 t′ 满足 c(t − t′) = |r − ξ(t′)|，t′ 称为推迟时间，也就是说，在 ξ(t′) 位置发出的光信号需要经过 (t − t′) 这么长的时间才
能走完 |r − ξ(t′)| 传播到场点。需要注意的是推迟时间是唯一的。假定有两个不同的推迟时间：

那么，t′
1, t′

2 之间轨迹的长度大于 c(t − t′
1) − c(t − t′

2) = c(t′
2 − t′

1)，因此粒子的速度超光速，显然不可能。以 tret 记这个根，记
R(t) = r − ξ(t),β(t) = v(t)/c，得到：

δ(f(t′)) =
1

1 −
R(tret)⋅β(tret)

R(tret)

δ(t′ − tret)

回代，得到电势、磁矢势：

ϕ(r, t) =
1

4πϵ0
( q

R − R ⋅ β
)

ret

,  A(r, t) =
μ0

4π
( qv

R − R ⋅ β
)

ret

Scattering
考虑电磁波击中粒子，粒子震荡，有加速度，从而又向外发出电磁波，这个过程就是散射。简单起见，考虑平面波
E = E0 cos(k ⋅ r − ωt) 击中自由粒子：mr̈ = q(E + ṙ × B) 。在粒子非相对论时：

∥ṙ × B∥ = ∥
ṙ

c
× cB∥ ≪ ∥cB∥ = ∥E∥

因此洛伦兹力直接忽略不计。那么动力学方程的解 r = −
qE0

mω2
cosωt，由 Larmor 公式得到 ⟨Prad⟩ =

μ0q
4E 2

0

12πm2c
，进一步得到

σ =
μ2

0q
4

6πm2
。这种散射称为 Thomson Scattering。另外一种散射称为 Rayleigh Scattering，是在电磁波的作用下电介质发生了

极化，是的 P = αE，推出 σ =
μ2

0α
2ω4

6π
。

U(1) Gauge Theory

纤维丛

Fiber Bundle

讨论纤维丛需要如下几个东西：
底流形/Base Manifold B、纤维/Fiber F（也是一个流形）、总空间/Total Space E、结构群/Structure Group G（是 Lie 群）,
它们之间的关系：

存在局部平凡的单射 π : E → B：取底空间中开集 Uα ⊂ B，存在微分同胚 ϕα 使 π−1(Uα) 同胚于开集和纤维的直积，换言
之，π−1(Uα) 上每个点可以被（底流形，纤维）坐标 (x, f) 表示。π,φα 和坐标投影映射 πα 之间的关系可以被如下交换图

表示： ，其中，πα : π−1(Uα) → Uα 是投影映射 π : E → B 在
π−1(Uα) 上的限制，φα 是为 π−1(Uα) 上每个点赋予 (x, f) 坐标的映射，πα 是将坐标 (x, f) 投影回 (x) 的映射。注意：E 不
一定同胚于 B × F



称 π : E → B 是平凡纤维丛，如果 E 同胚于 B × F。如果底空间 B 可连续地缩到一点，则 B 上的任意纤维丛都是平凡的。称
纤维丛在 B 的子空间上的光滑截面是映射 s : U → E，使得 j = π ∘ s，其中 j 是从 U  到 E 的嵌入映射。换言之，s 的作用是给
U  上每一个点再找到一个纤维上的元素 s(x) ∈ π−1(x)，下文中以 Γ(U ,E) 标记定义在 U  上的截面。若 E = B × F  是平凡的，
则 Γ(B,E) 可认同为从 B 到 F  的光滑映射集合。

例子：莫比乌斯带通过将一张纸带旋转半周后粘合两侧得到，或者视正方形商掉某个等价关系：
M = (I × I)/ ∼= {(t,x)|t,x ∈ I = [0.1]}/ ∼ ，根据粘合方法，等价关系取为 (0,x) ∼ (1, 1 − x)。认同两个端点，将其视为 S1

上纤维丛 π : M → S 1, (t,x) ↦ t。只看曲线上一小段 U  的时候，可以被局部平凡化为 U × I。找截面：

Γ(S 1,M) = {f : [0, 1] → [0, 1]|f(1) = 1 − f(0)}

它是非平凡的。这是因为如果假设它是平凡的，那么 M 同胚于 S 1 × I，必然可以找到 M 的两个全局截面，使得它们不相交。
但是显然不行。

例子：考虑 π : S 3 → S 2，取 S 3 = {(z1, z2) ∈ C
2||z1|2 + |z2|2 = 1}，S 2 = CP 1 = (C

2 − {0})/ ∼，∼: [λz1,λz2] = [z1, z2] 。
（为什么这个参数化是对的呢？注意到这个等价关系认同了二维复平面上所有斜率相同的直线，所以我只考虑形如 [1,

z2

z1
] 的

矢量，这样只剩下两个自由度。此时还有一个单点 [0, 1]，正好对应无穷远点，无穷远点+复平面同胚于 S 2）那么有投影映
射：π : (z1, z2) ↦ [z1, z2]。考虑 π−1，对于 CP 1 上一点 [z1, z2]，它是由所有 λ(z1, z2) 投影可以得到的，令 λ(z1, z2) ∈ S 3 且选
取 |z1|2 + |z2|2 = 1，推出 |λ| = 1 ⇒ λ = exp(iθ)。所以每一条纤维都是 S 1。可以通过第一基本群判断它不是平凡纤维丛：
π1(S 3) = 1,π1(S 2 × S 1) = Z。

Vector Bundle

一个矢量丛是指纤维丛 E 有纤维 F = R
m ，有结构群 G ⊂ GLm(R)，m 称为矢量丛的秩。π−1(x),x ∈ B 是矢量空间：设

{Uα,ϕα} 是矢量丛 E 的平凡化，那么 ϕα 可以将 π−1(x) 中的元素赋予 m 个坐标：ϕα(x) : π−1(x) → R
m。这允许我们将同一根

纤维上的两个元素加起来：

λ1s1 + λ2s2 = ϕ−1
α (λ1ϕα(s1) + λ2ϕα(s2))

先将纤维上两个点 s1, s2 映射到坐标，再将坐标加起来，再映射回去。取另一个局部平凡化 {Uβ,ϕβ}，它给 x 处的纤维给出新
的坐标：ϕβ : π−1(x) → R

m，根据矢量丛的定义，R
m → R

m : ϕβ ∘ ϕ−1
α (x) 是线性映射 g ∈ GLm(R)。由于：

g(λ1ϕα(s1) + λ2ϕα(s2)) = λ1g(ϕα(s1)) + λ2g(ϕα(s2))

将 g 换成 ϕβϕ
−1
α ，得到：

1

结构群 G 可以作用在纤维 F  上 : ρ : G × F → F，下文中以 g ⋅ u ∈ F  标记这个映射。每一个 g 都给出微分同胚 ρg : F → F

，因此，我们有从结构群 G 到 F  上微分同胚 Diff(F) 的群同态：ρ : G → Diff(F)。

相容性：在底流形上选择两个开集，有两个赋予坐标的映射 ϕα : π−1(Uα) → Uα × F，ϕβ : π−1(Uβ) → Uβ × F，两个开集有
交集 Uαβ := Uα⋂Uβ。考虑映射 ϕβα : ϕβ ∘ ϕ−1

α := Uαβ × F → Uαβ × F，这个映射先将坐标映射回纤维丛上一点（不依赖于
坐标的一点），再映射到另一个坐标。由于 ϕ,ϕ−1 都不改变底流形上的坐标，因此对于每个固定的 x，有微分同胚
ϕβα : {x} × F → {x} × F，称 ϕβα 为 Transition Function。我们对 Transition Function 有额外的要求：存在依赖基点的结构
群元素 g(x)，使得 ϕβα(x) ⋅ u = g(x) ⋅ u。给定 Uαβ 中一点 x，我们就获得 F → F  微分同胚，因此我们也可以说 ϕβα 是以后
个这样的映射：ϕβα : Uα ∩ Uβ → Diff(F) ，根据我们对它的额外要求，我们可以将其升格为 ϕβα : Uα ∩ Uβ → G，性质 2 中
提过， G 里面的每个元素给出 F → F  微分同胚。



ϕ−1
α (λ1ϕα(s1) + λ2ϕα(s2)) = ϕ−1

β
(λ1ϕβ(s1) + λ2ϕβ(s2))

左右两侧通过不同的局部平凡化定义了同一根纤维上的同一个点，因此矢量丛纤维上的加法是不依赖于局部平凡化内在的定义
的。
矢量丛的这个特性允许我们将两个截面映射到一个截面。取 U  上截面 Γ(U ,E)，取 s1, s2 ∈ Γ(U ,E)，取 f1, f2 ∈ C∞(U)，得到
s = f1s1 + f2s2 ∈ Γ(U ,E)。
E 上截面 {s1, ⋯ , sm} 称为一个框架，若 {s1(x), ⋯ , sm(x)} 组成 π−1(x) 的基底对于任意 x ∈ U。一个框架给出一个局部平凡
化，对于 e = a1s1(x) + ⋯ amsm(x)，ϕ(e) = {x} × (a1, ⋯ , am)。

例子：设 X 为 n 维光滑流形，定义其切丛 TX = ⋃p∈X TpX。设 {x1, ⋯ ,xn}，取框架 { ∂

∂x1
, ⋯ ,

∂

∂xn

}，纤维上一点记为

V = ∑n
i=1 V

i(x)
∂

∂xi
，两组不同的 Frame 带来坐标变换是

V j(y(x)) =
n

∑
i=1

V i(x)
∂yj

∂xi

Principal Bundle

称一个纤维丛是主 G -丛意味着：1）它的纤维 F  同胚于 G，G 为 Lie 群；2）结构群是 G 的子群，它在 F  上的作用由左乘给
出，也就是说取 g ∈ G,h ∈ F = G，(g,h) ↦ g ⋅ h。
考虑 B 上的 G 主丛 P，可以定义结构群在纤维丛上的右作用 P × G → P , (p, g) ↦ p ⋅ g。取定 b ∈ B，φα 为局部平凡化，那么
φα : π−1(b) ↦ G，对于 p ∈ π−1(b)，取

p ⋅ g = ϕ−1
α (ϕα(p) ⋅ g)

下面说明这个右作用的定义是不依赖于局部平凡化的。设有另一种局部平凡化 φβ，那么根据纤维丛的定义，Transition
Function 必须是一个结构群中的元素，有 φαβ(g) = φα ∘ φ−1

β
(g) = t ⋅ g, t ∈ G，进而：

φαβ(φβ(p) ⋅ g) = t ⋅ (φβ(p) ⋅ g) = (t ⋅ φβ(p)) ⋅ g = φαβ(φβ(g)) ⋅ g = φα(p) ⋅ g ⇒ φ−1
α (φα(p) ⋅ g) = φ−1

β (φβ(p) ⋅ g)

右作用使得每一根纤维 π−1(b) 是 G 的一条轨道，底流形 B = P/G 可被视为轨道空间。
例子：Hopf 纤维化。前文中提到过，S 3 可以被视为底流形 S 2 ，纤维 S 1 的纤维丛。取

S 1 = {exp(iθ)} = {λ ∈ C, |λ| = 1} S 3 = {(z1, z2) ∈ C
2, |z1|2 + |z2|2 = 1}

G 在 P  上的右作用：

S 3 × S 1 ↦ S 3 ((z1, z2), exp(iθ)) ↦ (z1 exp(iθ), z2 exp(iθ))

如果 G 在纤维丛 P  上有右作用，且满足 p ⋅ g = p ⇒ g = e，π−1(b) = {p ⋅ g, g ∈ G}，那么 P  是 G -主丛。根据以上分析，S 3

是 S 1 主丛。

我们对使用到的这个判据进行证明。上文中已经验证，若 Transition Function 用 G 左乘定义，则存在良好定义（不依赖于局部
平凡化）的右作用。现只需证明另一个方向，设存在自由且在纤维上传递的右作用，取开集 Uα 和截面 sα : Uα → P，取纤维
丛上点 p ∈ π−1(Uα)，在底流形上对应的点是 x = π(p)，则必存在唯一的 hα ∈ G，使得 p = sα(x) ⋅ hα。也就是说，我们为纤维
丛上一点 p 选择了坐标 (x,hα)。
下面考虑两个开集：Uαβ = Uα ∩ Uβ，两套截面 sα(⋅), sβ(⋅)，则 sα(x), sβ(x) 都位于同一条纤维 π−1(x) 中。由于 G 在纤维上有
传递的右作用：

sβ(x) = sα(x) ⋅ αβα(x),αβα(x) ∈ G (⋆)

仍考虑 p ∈ π−1(x)，p = sα(x) ⋅ hα = sβ(x) ⋅ hβ，结合 (⋆) 推出：

sα(x) ⋅ hα = sα(x) ⋅ (αβα(x)hβ) ⇒ hα = αβα(x)hβ

(x,h) 和 (x,α(x)h) 就是在两种不同的局部平凡化下纤维丛上一点的坐标，而 α(x) ∈ G，从而 Transition Function 确实是 G 中
元素。这验证了 P  是 G 主丛。

U(1) 联络和平行移动



简单起见，下文中只考虑 U(1) 主丛。令 π : P ↦ B 为 U(1) 主丛。上文中定义的右作用使得我们可以将一根纤维上的一个点搬
运到另一个点，但是现在我们希望将一根纤维上的点与其他纤维上的点联系起来。

下面首先说明，U(1) 在 P  上的作用定义了所谓“垂直矢量场”，取 U(1) = {exp(iθ)}，取 x ∈ P  ，将 G 的元素对 x 进行右作用
的时候，得到 x ⋅ exp(iθ) ∈ P  ，获得曲线：

γx : (−ϵ, +ϵ) → P   θ ↦ x ⋅ exp(iθ)

考虑在 θ = 0 处的导数：

γ ′
x(0) =

d

dθ
|θ=0γx(θ) =

d

dθ
|θ=0(x ⋅ exp(iθ)) := Vθ(x)

从而结构群 G 的 Lie 代数中的元素在 P  上诱导矢量场。不难发现，x ⋅ exp(iθ) 使得作用后的点仅仅在同一条纤维上移动，从而
π⋆(Vθ) = 0。实际上，对于任意 G 主丛 P，其 Lie 代数中的元素都通过右作用在 P  上诱导矢量场。

称 U(1) 主丛上的联络是服从如下性质的 1-形式 A ∈ Ω1(P)：

例子：设 P = B × U(1) 是平凡的，取 {xi} 为 B 上局部坐标，θ 为每根纤维上角度坐标，那么 Vθ =
∂

∂θ
，设任意 1 形式

A = Aθ(x, θ)dθ +∑iAi(x, θ)dxi，利用联络 1-形式满足的条件（其中第二个式子通过适配坐标系下的 Lie 导数公式得到）：

ιVθ
A = Aθ = 1,LVθ

A = (∂θAθ)dθ +∑
i

(∂θAi)dxi ⇒ ∂θAθ = ∂θAi = 0

从而 Aθ = 1，Ai 不依赖于 θ：

A = dθ +∑
i

Ai(x)dxi

我们将使用这个联络把一个底流形上的一个切矢提升到总空间中。设 A 是 U(1) 主丛的联络，取 q ∈ P，v ∈ TqP  被称为水平
矢量，若 ιvA = 0。记某点 q 处水平矢量的集合 Hq = {v ∈ TqP |ιvA = 0}，那么 TqP = Hq ⊕ RVθ。对于使用坐标 {x, θ} 进行的

局部平凡化，其水平矢量场 { ∂

∂xi
− Ai(x)

∂

∂θ
}，右 π⋆ (

∂

∂xi
− Ai(x)

∂

∂θ
) =

∂

∂xi
。此时我们说 ∂

∂xi
− Ai(x)

∂

∂θ
 是 ∂

∂xi
 的水

平提升。一般地，取 q ∈ P，x = π(q) ∈ B，称 v ∈ TxB 的水平提升是以 x 为基点的纤维上的一个水平矢量 ~v ∈ Hq 使得
π⋆(~v) = v。显然，如果不把提升的结果限制在 Hq 中，那么提升是不唯一的。只有加上限制之后，π⋆ 才变成同构。（从上面
{x, θ} 的例子容易看出）

设 γ : [0, 1] → B 是底流形上 γ(0) = x0, γ(1) = x1，取总空间中起始点 q0 ∈ π−1(x0)，存在唯一曲线 ~γ : [0, 1] → E 使得它每一点
的切矢 ~γ ′(t) 是底流形上曲线切矢 γ ′(t) 的水平提升。这个结果是直观的，来自于上文中我们论述的“将提升的结果限制在 Hq 中
之后，每个底流形的切矢只有唯一水平提升方式”。

ιVθA = 1，这对 A 的“分量大小”做了限制
A 在 U(1) 作用下不变。这意味着取 exp(iθ) ∈ U(1)，取微分同胚 f : P → P，x ↦ x ⋅ exp(iθ)，那么 f ⋆A = A，等价地，
LVθ

A = 0（沿着 G 的 Lie 代数元素诱导的垂直矢量场，联络 1-形式不变）



局部坐标系中，设 γ(t) = (xi(t))，那么 ~γ(t) = (xi(t), θ(t))。~γ(t) 的切矢 (
dxi(t)

dt
,

dθ(t)

dt
) 必须是 (

dxi(t)

dt
) 提升后的结果，

根据上文，提升后的结果应当是 (
dxi(t)

dt
, −

dxi(t)

dt
Ai(x(t)))，进而推出：

dθ(t)

dt
= −

dxi(t)

dt
Ai(x(t))

下面尝试将两根纤维建立联系：给定曲线 γ : [0, 1] ↦ B，取 x0 = γ(0),x1 = γ(1)，现在考虑从纤维 π−1(x0) 移动到纤维
π−1(x1) 的方法。定义平行移动映射：

Tγ : π−1(x0) ↦ π−1(x1),  Tγ(q0) = ~γ(1)

其中 ~γ 是满足 ~γ(0) = q0 的底流形上曲线 γ 的提升。注意：平行移动的定义是与底流形上的曲线 γ(t) 有关的。

下面说明这样定义的平行移动是 U(1) 等变的，即：

Tγ(q0 ⋅ g) = Tγ(q0) ⋅ g, ∀q0 ∈ π−1(x0), g ∈ U(1)

证明：联络的定义中要求它在 U(1) 作用下不变。根据水平矢量场的定义以及推前映射的性质：ιvA = 0，两侧同时作用一个
U(1) 变换诱导推前映射：

ιπ⋆(v)π⋆(A) = 0 ⇒ ιπ⋆(v)(A) = 0

这说明 U(1) 作用后的水平矢量场仍然是水平矢量场。那么，设 ~γ 是 γ 的水平提升，~γg(t) = ~γ(t) ⋅ g 的切矢恰好是 ~γ(t) 的切矢
进行 U(1) 作用后的结果，它也是 γ 的水平提升。那么，~γg(0) = ~γ(0) ⋅ g = q0 ⋅ g，从而 Tγ(q0 ⋅ g) = ~γg(1) = ~γ(1) ⋅ g = Tγ(q0) ⋅ g

。这就完成了证明。

特别地，可以考虑 γ 为环的情形，从而 γ(0) = γ(1) = x0，此时 Tγ(q0) = q0 ⋅ g，这里出现了从一根纤维走出去再回来，结果无
法回到原点的情况。对于给定的 γ, g0，Tγ(q0) 与 q0 的差距 g 称为和乐（Holonomy），记作 Holγ(q0)。考虑我们现在的 U(1)

主丛，设 Tγ(q0) = q0 ⋅ g，更换起点 ~q0 = q0 ⋅ h，根据平行移动的 U(1) 等变性不难知道终点是 Tγ(q0) ⋅ h = q0 ⋅ g ⋅ h = (q0 ⋅ h) ⋅ g

，所以这里和乐是不依赖 q0 选择的！

曲率与 Chern 类
考虑 A 是 U(1) 主丛 π : P → B 上的联络 1 形式。考虑底流形上的曲线 γ : [0, 1] → B，γ(0) = x0, γ(1) = x0，它在提升之后的
起点和终点可不同，从而给出和乐 Holγ ∈ U(1)。

取 π : P → B 为 U(1) 主丛，对联络外微分获得曲率 FA = dA。FA 可以被视为 B 上的 2 形式，为说明这一点，考虑 U ⊂ B 上
的局部平凡化 φ(π−1[U]) → U × U(1)，由联络的定义：

A = dθ +∑
i

Ai(x)dxi

对其取外微分：

这是底流形上的 2 形式，并且其选择不依赖于局部平凡化。考虑由两种平凡化 (x, exp(iθ)) 和 (x, exp(i
~
θ))，合法的 Transition

Function exp(iθ) = exp(iϕ(x)) exp(i
~
θ)，从而：xi = ~xi, θ =

~
θ + ϕ(x)，从而：

A = d
~
θ + dϕ(x) +∑

i

Ai(x)dxi ⇒ F = dA = ∑
i,j

1

2
(∂iAj − ∂jAi)dxi ∧ dxj

与之前的结果相同。更精确地说，我们是通过 π⋆ 把这个 2 形式从 P  上推前到 B 上，由于 F  在 dθ 坐标上没有分量，所以推前

的结果依然是 F = ∑i,j

1

2
(∂iAj − ∂jAi)dxi ∧ dxj

dA = ∑
i

dAi(x) ∧ dxi

= ∑
i,j

∂jAi(x)dxj ∧ dxi

=
1

2
∑
i.j

(∂iAj − ∂jAi)dxi ∧ dxj



设 B 上有区域 Σ，边界 γ，它的和乐由曲率在 Σ 上的积分给出：

Holγ = exp(−i∫
Σ
F) ∈ U(1)

为了证明这一点，将 Σ 剖分：

沿着每个小块 Σα 的边界走一圈，我们都会获得一个和乐 Holγα。考虑走完所有小块，此时，每个小块的内部边被正向走了一
次、反向走了一次，因此其贡献抵消。只有外部边的贡献留了下来。因此，将所有小块的和乐相乘，即可得到 γ 的和乐：

Holγ = ∏
α

Holγα

更严格地说，以 v 代表剖分后获得顶点集中的一个顶点，以 pv 代表 v 向纤维丛任意提升获得的纤维丛中的点，考虑边 v → w

，存在 gv→w 使得 Tv→w(pv) = pw ⋅ gv→w。设一个小块的顶点为 u, v,x, y，那么沿着这个小块平行移动一周：

Tv→v(pv) = pv ⋅ gu→v ⋅ gy→u ⋅ gx→y ⋅ gv→x

这个小块的和乐是 gu→v ⋅ gy→u ⋅ gx→y ⋅ gv→x。考虑连乘所有小块的和乐，由于 gu→v = g−1
v→u，只有 ∏ g外部边 的连乘被留下，留

下的东西就是 Σ 的和乐。

此外，∫Σ F = ∑α ∫Σα
F，因此现在只需对每个小块证明：

Holγα = exp(−i∫
Σα

F)

设 Σα 足够小，以至于可被一个局部平凡化的开域 U 覆盖，设 xi(t) 为 U 中曲线，则其提升满足：

dθ

dt
+∑

i

Ai(x(t))
dxi(t)

dt
= 0

取 α = Ai(x)dxi，推出：

Holγ = exp(i(θ(1) − θ(0))) = exp(−i∫
γ

α) = exp(−i∫
Σ

dα) = exp(−i∫
Σ
F)

显然，F  是 B 上的闭形式。考虑联络选择对 F  的影响：设 A,
~
A 为两个联络 1-形式，差值 α =

~
A − A：

α =
~
A − A = ∑

i

(
~
Ai(x) − Ai(x))dxi

所以两个联络的差值是底流形上的 1 形式 α ∈ Ω1，从而：F ~
A

= FA + dα。考虑 B 上的二阶 De Rham 上同调群

H 2(B) =
Closed 2-Form

Exact 2-Form
，FA 和 F ~

A
 相差一个 Exact 2-Form，因此他们在 H 2(B) 中对应同一个元素。定义 U(1) 主丛的

π : P → B 的第一 Chern Class：

c1(P) = [ 1

2π
F] ∈ H 2(B)

特别地，Chern Class 在无边曲面上的积分有简单的结果：

∫ ∫



∫
Σ

c1(P) =
1

2π
∫

Σ

F ∈ Z

虽然曲率可以被任选为 ~
F = F + dα，但是 ∫Σ dα = ∫∂Σ α = ∫∅ α = 0，因此首先我们知道 ∫Σ c1(P) =

1

2π
∫Σ F  是成立的。将闭

曲面进行剖分，将每个小块的和乐相乘。此时，每条边都正反各出现过一次，从而

∏
α

Holγα = 1 = exp(−i∫
Σ
F) ⇒ ∫

Σ
F ∈ 2πZ

例如，取平凡 U(1) 主丛 P = B × U(1) ，A = dθ，从而 F = 0。

局部规范和变换

取 π : P → B 为 U(1) 主丛，下通过截面给出一个局部平凡化的等价描述：取 U ⊂ B，P  在 U 上的局部平凡化和 P  在 U  上的
局部截面有一一对应关系。换言之，每一个给 π−1(U) 赋予坐标的函数 φ : π−1(U) → U × U(1) 与 σ ∈ Γ(U,P) 一一对应。
证明：取 σ ∈ Γ(U,P)，它把 U 中的点与 P  的一个子流形 σ(U) 对应起来，使用 g ∈ U(1) 移动每根纤维上的点，有映射：

φ−1 : U × U(1) → π−1(U) (x, g) ↦ σ(x) ⋅ g

它的逆显然是一个局部平凡化（注意，这里 φ−1 的定义依赖于结构群群元在 π−1(U) 上的右作用，虽然我们最初定义右作用的
时候借助了局部平凡化，但是后面证明了通过两两套局部平凡化定义的右作用是相同的）。这种局部平凡化为 P  中每个点赋予
坐标的方式是将其识别为 x 处纤维上的基点 σ(x) 与 U(1) 群在这根纤维上的作用 g 的复合。
反过来，给定局部平凡化 φ，它给出截面 σ(x) = φ−1(x, 1)。

设 A 为联络 1 -形式，据前文 A = dθ +∑iAi(x)dxi，这个是在 U × U(1) 上依赖于坐标的写法，那么在原来的纤维丛上
A|π−1(U) = φ⋆(dθ +∑iAi(x)dxi)。考虑截面 σ : U → P，取 Aσ = σ⋆A，Aσ 为 U 上的 1− 形式。

Aσ = σ⋆A = σ⋆φ⋆ (dθ +∑
i

Ai(x)dxi) = (φ ∘ σ)⋆ (dθ +∑
i

Ai(x)dxi)

若这里的 φ 是 φ 与 σ 一一对应意义下的局部平凡化映射，则它赋予 σ(x) 点的坐标为 (x, 1)，因此 φ ∘ σ 是 x ↦ (x, 1) 的映射，
推出

Aσ = ∑
i

Ai(x)dxi

所以，可以通过选择与局部平凡化对应的截面，将 Ai(x) 的信息拉回到底流形上来。

现在考虑 Aσ 如何依赖局部平凡化的选取。取另一个局部平凡化 ~φ : π−1(U) → U × U(1)，以及与之对应的另一个截面 ~σ，设
~σ(x) = σ(x) ⋅ exp(iα(x))，那么，在 φ 下被赋予坐标 (x, g) 的点 σ(x) ⋅ g = ~σ(x) ⋅ exp(−iα(x)) ⋅ g，在 ~φ 下被赋予坐标
(x, exp(−iα(x)) ⋅ g)。因此，我们有： ~φ ∘ φ−1 : (x, g) ↦ (x, exp(−iα(x))g)。在 ~φ 下，联络 1 -形式的分量：

( ~φ ∘ φ−1)⋆ (dθ +∑
i

~
Ai(x)dxi) = d(θ − α(x)) +∑

i

~
Ai(x)dxi

再利用 ~φ ∘ ~σ : x ↦ (x, 1)，推出 ~
Aσ = Aσ + dα(x)。将 Aσ 称为 A 相应于局部平凡化/截面 σ 的（局部）规范 1 形式，通过选取

不同的局部平凡化获得不同 Aσ 的形式称为（局部）规范变换。

考虑 {Uα} 为底流形 B 的开覆盖，Transition Function 显然满足：

φαβ = φ−1
βα



实际上，给定 B 的开覆盖 {Uα} 和满足上述两个约束，且为 U(1) 群群元的 Transition Function 集合 {φβα : Uα ∩ Uβ → U(1)}

指定了一个 U(1) 主丛 P = (∐α Uα × U(1))/ ∼，等价关系 (x, g) ∼ (x,φβα(x) ⋅ g)。

根据上文，每个局部平凡化 φα 对应一个截面 σα(x) = φα−1(x, 1)。取 x ∈ Uα ∩ Uβ，有：

σβ(x) = φ−1
β

(x, 1) = φ−1
α ∘ φα ∘ φ−1

β
(x, 1) = φ−1

α (x,φαβ(x))

这里利用了定义 φα ∘ φ−1
β

= φαβ。进一步地，由于 φαβ ∈ U(1)，推出：

σβ(x) = φ−1
α (x, 1) ⋅ φαβ(x)

这里进一步把纤维丛上的点 φ−1
α (x,φαβ(x)) 写成 φαβ 在截面 φ−1

α (x, 1) 上的右作用。最后：

σβ(x) = σα(x) ⋅ φαβ(x)

这给出了两个截面之间的转化关系。

设 P  上有联络 1 形式 A，使用 σα 将其拉回到 Uα 上就获得一个规范 1 形式 Aα = σ⋆
α(A) ∈ Ω1(Uα)。在 Uα ∩ Uβ 中，我们有

σβ(x) = σα(x) ⋅ φαβ，设 φαβ = exp(iχαβ)，推出 Aβ = Aα + dχαβ。与前文的讨论一致，Aβ 与 Aα 诱导相同的曲率 2 形式，因
此 F = dA 确实是底流形上的 2 形式。
所以我们获得了结果：在局部平凡化和 Transition Function 选定之后， P  上的联络 1 形式与底流形上的一族规范 1 形式
Aα = σ⋆

αA 是一一对应的。

例子：Dirac 单极子。考虑 R3 中球面，考虑使用两个去除单点的开集覆盖球面：

取矢量势 1 形式 A± = ±
n

2
(1 ∓ cos θ)dφ，n 是未知常数。在 U+ ∩ U−，有 A+ − A− = ndφ，根据前文所述，我们有

dχαβ = ndφ，从而 Transition Function φ : (θ,φ) ↦ exp(inφ)。由于 φ = 0,φ = 2π 是同一个点，因此直接推出 n ∈ Z。U+,U−

与将它们粘合起来的 Transition Function φ 定义了 S 2 上的 U(1) 主丛，两个规范 1 形式 {A±} 定义了主丛上的联络。直接计算
得到：

F = dA+ =
n

2
sin θdθ ∧ dφ ⇒

1

2π
∫
S 2

F = n

φαγ(x)φγβ(x)φβα(x) = 1

性质 2 的证明如下图：



规范变换

取 π : P → B 为 U(1) 主丛，定义 P  到其自身的自同构：f : P → P，要求它满足：

仍然可以借助局部平凡化，带上坐标描述这件事。考虑局部平凡化后赋予坐标 {xi}, θ,联络写为：

A = dθ +∑
i

Ai(x)dxi

自同构写为：f(x, exp(iθ)) = (x, exp(iθ) exp(iϕ(x)))。进而，仍然在 {xi}, θ 坐标下：

f ⋆
A = d(θ + ϕ(x)) +∑

i

Ai(x)dxi = dθ +∑
i

Ai(x)dxi + dϕ(x)

形式化地，设自同构 f 对应映射 ~
f = exp(iϕ)，则它对联络的拉回：

f ⋆
A = A + π⋆(dϕ)

这可以视为 Aut(P) 对 P  上联络 Conn(P) 的作用，这种作用被称为（整体）规范变换。显然，曲率 2 形式在整体规范变换下
是不变的，从而 F  可以被视为：F : Conn(P)/Aut(P) → Ω2(B)。

上面两个小节中，我们介绍了局部规范变换和总体规范变换，二者其实不同：局部规范变换中只有一个联络，我们讨论了它在
不同局部平凡化下分量的变化；而在全局规范变换中，我们真的把一个联络拉回到另一个联络。在纤维丛 P  平凡时，考虑将整
个 B 上的平凡化认同为 Γ(B,P)，取 σ1,σ2 ∈ Γ(B,P)，设 σ2(x) = σ1(x)

~
f(x) 或 σ2 = f ∘ σ1(x)。从而，在 P  为平凡纤维丛

时，Aut(P) 在 Γ(B,P) 上传递且自由作用。

设 A 为平凡 U(1) 丛上联络，σ ∈ Γ(B,P)，取 f ∈ Aut(P) 为与 ~
f : x ↦ exp(iϕ(x)) 对应自同构，它给出整体规范变换

A ↦
~
A = f ⋆A = A + π⋆(dϕ)，考虑两个联络诱导的规范 1 形式：

Aσ = σ⋆
A,  

~
Aσ = σ⋆(f ⋆

A) = σ⋆(A + π⋆dϕ) = Aσ + dϕ

这里利用了 σ⋆π⋆ = (π ∘ σ)⋆ = Id⋆。
同时，我也可以先使用 f 得到一个不同的平凡化 ~σ = σ ∘ f，根据上文的描述，我们得到类似结果：

Aσ = σ⋆
A,  A~σ = ~σ⋆

A = Aσ + dϕ

在 P  是平凡纤维丛时，我们将 P  上的自同构 Aut(P) 与所有局部平凡化的方式 Γ(B,P) 认同，因此上面给出了相同的结果。

一般而言，P  显然不是平凡的。考虑分块的局部平凡化 σα ∈ Γ(Uα,P)，将联络 1 -形式分块地用规范 1 形式写出：
{Aα = σ⋆

αA}。取 f ∈ Aut(P) 是相应于 ~
f = exp(iφ) 的自同构，整体规范变换 A ↦ f ⋆A。将整体规范变换后的联络仍然分片写

出：
⋆ ⋆ ⋆ ⋆

f 将每一根纤维上的点映射到这根纤维上，即 π ∘ f = π

f 保持 U(1) 群群元对纤维丛上点的右作用 ：f(q ⋅ g) = f(q) ⋅ g

所有这样的自同构 f 组成群，我们以 Aut(P) 记这个群。显然，对于底流形上的每个点 x，f 指定了 U(1) 等变的映射
f : π−1(x) → π−1(x)，这可以通过直接使用 U(1) 的元素对 π−1(x) 上点进行右作用得到。这样，f 被分解成对每一根纤维的
作用，f 可以被等价描述为 ~

f : B → U(1)。那么 f(q) = q ⋅
~
f(x)，从而我们证明了：纤维丛 P  上自同构 Aut(P) 与从底流形

到 U(1) 的映射 Map(B,U(1)) 之间存在群同构。考虑 Aut(P) 中两个映射的复合，它在 Map(B,U(1)) 中对应的元素是
~
f1(x) ⋅

~
f2(x)。

现在取 A 为 P  上联络 1-形式，取 f 为 P  上自同构，f ⋆A ∈ Ω1(P) 是另一个 1 形式。注意，这种直接拉回张量的方式实质
上只是某个坐标变换的主动说法（新点新张量在老坐标系下的分量=老点老张量在新坐标系下的分量），所以这里和上文讲
坐标变换其实非常类似。现在先说明 f ⋆A 依然是 U(1) 联络：取 q ∈ P：

∂

∂θ
|θ=0(f(q ⋅ exp(iθ))) =

∂

∂θ
|θ=0(f(q) exp(iθ))

右侧这个东西就是由于 U(1) 群的无穷小右作用在纤维丛上诱导出的垂直矢量场。因此，原来的垂直矢量场 
∂

∂θ
 在经由 f 拉

回/推前后仍然是垂直矢量场。换言之，f⋆Vθ = Vθ。那么推出：

ιVθ
f ⋆A = f ⋆(ιVθ

A) = 1

LVθ(f
⋆A) = f ⋆(LVθ(A)) = 0



σ⋆φ⋆(f ⋆
A) = (f ∘ φ ∘ σ)⋆

A

那么，如前文所述（如果将底流形上的点用坐标 x 表示），(φ ∘ σ) 是 x ↦ (x, 1) 的映射，(f ∘ φ ∘ σ) 就是 x → (x, exp(iϕ)) 的
映射。因此，此时的规范 1 形式同样是 Aα + dϕ。因此，整体规范变换同样可以使用局部规范 1 形式的变换
{Aα} ↦ {Aα + dϕ} 描述。

Maxwell 理论是 U(1) 规范理论

现在，将底流形取为闵氏时空 B = R
3,1，由于 R3,1 可缩为一点，因此其上的 U(1) 主丛 P  是平凡纤维丛。因此直接选择截面 σ

给出整体平凡化 P → R
3,1 × U(1)。下文中我们将保持截面 σ 固定，因此联络 1 -形式直接记为 A := Aσ = (φ ∘ σ)⋆A，写成其

分量形式 A = Atdt + Axdx = Aydy + Azdz。它的第一分量和后三个分量分别与电标势、磁矢势认同：
ϕ = −At, A = (Ax,Ay,Az)。那么之前提到的势能的规范变换，实际上对应了 U(1) 主丛上的局部/整体规范变换 A ↦ A + dχ

。电磁 2 形式就是底流形上的曲率：F = dA。

回顾一下，定义电流/电荷 1 形式 J =
ρ

ϵ0
dt − μ0(jxdx + jydy + jzdz)，则 Maxwell 方程写为：

dF = 0,  d⋆F = J

能得到这一方程组的作用量是：

SM [A] =
1

μ0
∫

R3,1

(
1

2
F ∧ ⋆F + ⋆J ∧ A) = ∫

R3,1

L (A)dx ∧ dy ∧ dz ∧ cdt

其中拉氏密度：

L (A) =
ϵ0

2
E ⋅ E −

1

2μ0
B ⋅ B + (−ρϕ + A ⋅ j)

验证一下，使得联络 1 形式微小变化 A → A + δA，作用量的变化：

其中，最后一个等号使用了 ∧ 的 Graded Leibniz Law 和分部积分：

d(δA ∧ ⋆F) = d(δA) ∧ ⋆F − δA ∧ d(⋆F)

使得 δSM = 0 立刻推出 d(⋆F) = ⋆J，也即 d⋆F = J，而另一个方程在使用 F = dA 时已经自动保证了。

下面考虑这个作用量在规范变换：exp(iχ) : R
3,1 → U(1) 下的变化。取 A ↦ A + dχ，仍利用 Graded Leibniz Rule 和分部积

分：

SM [A + dχ] = +
1

μ0
∫ ⋆J ∧ dχ = SM [A] +

1

μ0
∫ d(⋆J) ∧ χ

要求作用量在规范变换下保持不变，得到 d(⋆J) = 0，这是电荷的连续性方程。因此，电荷守恒可被视为系统 U(1) 规范不变性
的直接结论。

显然，正常世界中的 Maxwell 方程是不对称的，补充磁荷密度和磁流密度可以使得它对称：dF = ⋆Jm, d(⋆F) = ⋆Je。考虑
Jm ≠ 0 的区域仅仅在 M ⊂ R

3,1 这个子流形上，那么在 R3,1 − M 上，我们仍有正常的 U(1) 规范理论，但是 R3,1 − M 不一定
是平凡的，因此此时需要一族局部规范 1 形式，而不是像之前一样只需要一个 A。以 Dirac 磁单极为例，我们演示这一点：考
虑放置在空间原点静止的磁单极，其轨迹是时空中的子流形 M = {0} × Rt ⊂ R

3 × Rt，那么我们需要考虑 {R
3 − {0}) × R

t 上
的 U(1) 理论。简单起见，在空间中使用球坐标 (r, θ,φ)，取两个开集来覆盖整个空间：U+ : {z ≤ 0} × Rt，U− : {z ≥ 0} × Rt

。为了得到正确的磁场，应当使用的磁矢势是：

δSM =
1

μ0
∫

1

2
(δF) ∧ ⋆F +

1

2
F ∧ ⋆(δF) + ⋆J ∧ δA

=
1

μ0
∫ δF ∧ ⋆F − δA ∧ ⋆J

=
1

μ0
∫ d(δA) ∧ ⋆F − δA ∧ ⋆J

=
1

μ0
∫ δA(d(⋆F) − ⋆J)



A± =
n

2r(z ± r)
(−ydx + xdy) = ±

n

2
(1 ∓ cos θ)dφ

这个磁矢势给出磁场 B =
n

2r3
r。由于在 U+ ∩ U− 上 A+ − A− = ndφ，因此 Transition Function 为 exp(inφ)，两个局部平凡

化和 Transition Function 就给出了 R3,1 − M 上 U(1) 主丛。直接计算得到在半径为 r 的球面 S 2
r  上 ∫

S 2
r
F = 2πn。

伴丛和物质场

先说明什么是 G 主丛的伴随矢量丛。设 P → B 是 G 主丛，取 m 维线性空间 V，以 End(V ) 代表 V  到自身的线性映射，考虑
群的表示 ρ : G → End(V )。定义商空间：P ×ρ V := P × V / ∼，等价关系 (p ⋅ g, v) ∼ (p, g ⋅ v)，也就是说，把结构群的群元在
纤维丛上进行右作用 p ⋅ g，和在线性空间 V  中表示为一个线性变换 g 再左作用到矢量 v 上被视为同一种操作。
这样的操作在底流形 B 上定义了矢量丛 πρ : P ×ρ V → B，其维度为 dimV。直观上来看，我要定义 U 上的维度为 dimV  的矢
量丛，我需要造出（局部是） U × V  的结构，但是现在有 P × V  的结构，似乎维度太多了！对于某根纤维上一点 p = π−1(x)

，我总可以通过结构群的右作用将它移动到 (x, 1)（同时 V  中的部分也改变），移动前/后的点被认同为 P ×ρ V  中的同一个
点。对 P × V  中所有点做此操作，则所有点的纤维坐标都为 1，那么我们就不管这个坐标，剩下的部分是底流形上的坐标 x 和
矢量空间中 v，拼起来就获得了 U × V  的结构。（简单点说，P  中点 p = s(x) ⋅ g，则 (s(x), g的表示) 就是它在新矢量丛中的坐
标，所以这个矢量丛/伴丛是一个和主丛“信息量相同”的东西）形式化地，考虑 G 主丛的局部平凡化 π−1(U) → U × G，它诱导
出

π−1(U) ×ρ V → (U × G) ×ρ V → U × V

于是这就定义了 U 上矢量丛。Transition Function 是什么呢？从 G 主丛 P  的两个不同局部平凡化出发，它们为 P  上同一点 p
赋予不同坐标 (x, 1), (x, g ⋅ 1), g ∈ G，那么它们在矢量丛的两个不同局部平凡化中的坐标应当是 (x, v), (x, g ⋅ v)。因此
Transition Function 就是 V  上的线性变换。
P ×ρ V  称为 G 主丛相对于 G 在 V  上表示 ρ 的矢量伴丛。下文中，我们讨论 U(1) 主丛的伴丛。考虑 U(1) 在 C 上的表示：

ρn : exp(iθ) ↦ exp(inθ),  n ∈ Z

它的伴丛显然是 1 维的，以 Ln : P ×ρn C → B 表示这个 1 维伴丛。对于 x ∈ B，它在伴丛纤维上的提升 π−1
ρn

(x) 是一维复矢量
空间，我们可以在每个 π−1

ρn
(x) 上定义厄米内积，取 v = (p, z) ∈ π−1

ρn
(x)，其中 p ∈ π−1(x), z ∈ C，定义：|v|2 = |z|2。显然这个

内积与代表元的选择无关。

下面讨论伴丛截面上的协变导数。取伴丛的截面 s ∈ Γ(B,Ln)，V ∈ V ect(B) 为底流形上矢量场。先选 P  上截面 σ ∈ Γ(U,P)

， s(x) 总是可以写成 s(x) = (σ(x), f(x))，f(x) 是 U 上复变函数，也就是伴丛 Ln 上的纤维坐标。
定义伴丛的新截面 ∇V s ∈ Γ(B,Ln)

∇V s = (σ(x), ∂V f + i n ιV (Aσ)f) = (σ, ιV (df + i n Aσf))

Aσ = σ⋆A 为依赖于局部平凡化 σ 的规范 1 形式。

先稍微说一下为啥 s(x) 可以写成 s(x) = (σ(x), f(x))。考虑主丛 P  的任意截面 σ(x), π−1(x) 中任一元素总可写成 p = σ(x) ⋅ g，
从而 (p, v) = (σ(x) ⋅ g, v) = (σ(x), g ⋅ v)。对于 U(1) 伴丛来说，g ⋅ v ∈ C := f(x)。
如果考虑主丛 P  不同的截面呢？设一个新的截面 ~σ(x) = σ(x) exp(iχ(x))，那么 p = ~σ(x) exp(−iχ(x)) ⋅ g，从而
(p, v) = (~σ(x) exp(−iχ(x)) ⋅ g, v) = (~σ(x), exp(−inχ(x)) ⋅ g ⋅ v)，所以我们发现伴丛上的纤维坐标（对于我们的 U(1) 主丛来说
就是底流形上的一个复变函数）是要随着你选择的这个主丛上的截面变化的。现在，你希望把纤维坐标随着 x 的导数视作一个
新的纤维坐标，从而将 ∇V s 定义成一个截面，那么“纤维坐标随着 x 的导数”这个东西就应该符合一个纤维坐标的变化规律。
如果你直接把它定义成 ∂V f，会得到：

d
~
f = exp(−inχ)(df − indχf)

多出了一项，所以这个定义是错误的。来核验一下上面这个正确的定义：同样是取 ~σ(x) = σ(x) exp(iχ(x))，根据前文讨论，局
部规范 1 形式在更换局部平凡化后的变换：

A~σ = Aσ + dχ

进而：

d
~
f + inA~σ

~
f = d(exp(−inχ)f) + in(Aσ + dχ) exp(−inχ)f

= exp(−inχ)(df + inAσf)



df + inAσ
~
f 这个整体已经按照纤维坐标的变换方式正确变换，说明 ∇V s = (σ(x), ∂V f + i n ιV (Aσ)f) = (σ, ιV (df + i n Aσf))

是伴丛上合法的截面。

在量子力学中，电磁场中运动的粒子由 R3,1 上 U(1) 伴丛 Ln 的截面 s ∈ Γ(R
3,1,Ln) 描述。任取 σ(x) ∈ Γ(R

3,1,P)，截面上一
点 s(x) = (σ(x),ψ(x))。规范 1 形式与电磁场的对应：

A = σ⋆
A = −ϕdt + Axdx + Aydy + Azdz

那么，协变导数 ∇x(s) = (σ, ∂xψ + inAxψ)，也就是说应当将 ∇ 视作 ∂ + inA。因此有带电粒子的哈密顿量：

H = −
1

2m
∑
i

(
∂

∂xi
+ inAi)

2

+ V (r)


