
经典力学拾遗
#Classcal_Mechanics

我们在这里总结经典力学中一些比较困难或重要的内容（可以视作经典力学 II 周目）。这些内容来自求真书院李思的教材。

I 周目比较艰难的内容
Review of Classical Mechanics
Noether's Theorem
称在广义坐标的某个微小变化下，变化前后的拉氏量只差一个对时间的全导数，那么称这个微小变化是无穷小对称性。例如，
取无穷小变换 δϵq = ϵx(q, q̇, t)，计算拉氏量的变化：

d

dt
l(q, q̇, t) = q̇

∂l

∂q
+ q̈

∂l

∂q̇
+

∂l

∂t

为了证明一般情形的 Noether's Theorem，我们考虑时间依赖的无穷小变换：δϵ(t)q = ϵ(t)x，此时推出拉氏量的无穷小变换：

其中最后一步使用了上文中的 (⋆) 式。对于更一般的力学系统，在拉氏量中可以含有 q 的二阶及以上导数，则在上式中也将含
有 ϵ(t) 的高阶导数。但不管含有 ϵ(t) 的几阶导数，在计算作用量的变化时：

δϵ(t)S = ∫ ϵ(t) [ d

dt
l + ϵ̇(t)(⋯) + ϵ̈(t)(⋯)]dt = ∫ ϵ(t)( d

dt
J)dt

我总可以通过分部积分把对时间的导数从 ϵ(t) 上转移走。注意：虽然 ϵx 是一个无穷小对称变换，但是 ϵ(t)x 中由于 ϵ 含时，已
经不是系统的无穷小对称性了。此时 δϵ(t)S = 0 是由最小作用量原理保证的。由于 ϵ(t) 的任意性，必有：

d

dt
J (t) = 0

于是我们就找到了守恒量。对于最简单的 L = L(q, q̇, t) 的情形，很容易通过上面读出步骤看出这个守恒量是

J = l −
∂L

∂q̇
x

Poisson Bracket
如果不是从几何的角度出发，那么我们引入泊松括号的目的是更方便地写出相空间上函数随着时间的演化。称由 {qi, pi} 与 t
张成的空间为扩展相空间，考虑其上的函数：

δϵL = (δϵq)
∂L

∂q
+

d

dt
(δϵq)

∂L

∂q̇

= ϵ(x ∂L

∂q
+ ẋ

∂L

∂q̇
)

= ϵ
d

dt
l(q, q̇, t) (⋆)

δϵ(t)L = (δϵ(t)q)
∂L

∂q
+

d

dt
(δϵ(t)q)

∂L

∂q̇

= ϵ(t)x
∂L

∂q
+

d

dt
(ϵ(t)x)

∂L

∂q̇

= ϵ(t)x
∂L

∂q
+ ϵ(t)ẋ

∂L

∂q̇
+ ϵ̇(t)x

∂L

∂q̇

= ϵ(t)
d

dt
l + ϵ̇(t)(⋯)



引入泊松括号：

{f, g} =
∂f

∂qi

∂g

∂pi
−

∂f

∂pi

∂g

∂qi

那么上面函数的演化重写为：

d

dt
f(q, p, t) = {f,H} +

∂f

∂t

它有如下性质：

Liouville's Theorem
流映射是相空间上单参数微分同胚群：ϕt((q(0), p(0))) = (q(t), p(t))，ϕt1 ∘ ϕt2 = ϕt1+t2。刘维尔定理指出，相空间体积元在哈
密顿演化下保持不变，即：

V ol(ϕt(D)) = V ol(D)

这等价于：

V (t) = V olume(ϕt(D))
d

dt
V (t) = 0

为证明这一点，先考虑一般情形：考虑由 ODE 系统

d

dt
xi(t) = fi(x, t)

诱导的流 ϕt，考虑 ϕt(D) 的体积：

考虑 t ≪ 1：

xi(t) ∼ xi + tfi(x, t)
∂xi(t)

∂xj

= δij + t∂jfi(x, t) → 1 + tA

从而：

det(
∂x(t)

∂x
) = det(1 + tA) ∼ 1 + ttr(A) = 1 + t∑

i

∂ifi(x, t)

d

dt
∫
ϕt(D)

dnx = ∫
D

∂ifi(x, t) = ∫
D

∇ ⋅ f

对于哈密顿系统：

d

dt
f(q(t), p(t), t) = ∑

i

( ∂f

∂qi
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi) +

∂f

∂t

= ∑
i

( ∂f

∂qi

∂H

∂pi
−

∂f

∂pi

∂H

∂qi
) +

∂f

∂t

反对称性、双线性性

莱布尼兹律：{f, gh} = {f, g}h + g{f,h}

雅可比恒等式：{{f, g},h} + {{g,h}, f} + {{h, f}, g}

雅可比恒等式使得泊松括号可以生成新的运动积分，由于：

{{f, g},H} + {{g,H}, f} + {{H, f}, g} = 0

因此若 f(q, p), g(q, p) 是运动积分，则 {f, g} 也是。此外有基本对易关系：

{qi, qj} = {pi, pj} = 0, {qi, pj} = δij, {Ji, jj} = ϵijkJk

∫
ϕt(D)

dnx = ∫
D

det( ∂x(t)

∂x
)dnx



∇ ⋅ f = ∑
i

∂

∂qi
( ∂H

∂pi
) +

∂

∂pi
(−

∂H

∂qi
) = 0

因此证出刘维尔定理。由于相空间内任意区域的体积在演化中保持不变，因此考虑粒子的概率密度 ρ，满足
d

dt
ρ(q(t), p(t), t) = 0，在 ρ 不显含 t，那么该条件简化为：

{ρ,H} = 0 ⇒ ρ ∝ exp(−
H

kT
)

考虑 ϕ 是保体积的连续一一映射，ϕ : D → D，则在 D 中任意开域 U  中，存在一点 x ∈ U，使得 ϕnx ∈ U。也就是说，任意开
域 U  中一点 x 经过足够多次数的保体积映射后仍然会回到开域 U  中。考虑 ϕ(U),ϕ2(U), ⋯，由于 V ol(D) 有限，必有
k > l > 0 使得 ϕk(U) ∩ ϕl(U) ≠ ∅，两侧作用 ϕ−l，也就是说，ϕk−l(U) ∩ U ≠ ∅。也就是说，U  中确实至少存在一点 x，使得它
被 ϕ 映射多次后的像仍在 U  中。这个现象被称为庞加莱回归。

Canonical Transformation
考虑坐标变换 {qi, pi} → {Qi(q, p),Pi(q, p)}，若：

{Qi,Pi} = δij,   {Qi,Qj} = {Pi,Pj} = 0

则称该变换为正则变换。也就是说，如果不从几何的角度来看，正则变换就是保持泊松括号不变的变换。由以上定义可以推导
出，对任意两个相空间中的可观测量：

{⋅, ⋅}p,q = {⋅, ⋅}P ,Q

它们的泊松括号都是保持不变的。
在 (q, p) 相空间中，可观测量的演化方程是：

df

dt
=

∂f

∂t
+ {f,H}p,q

假设正则变换是不含时的，那么在 (Q,P) 空间中：

df

dt
=

∂

∂t
f(Q(q, p),P(q, p), t) + {f,H}Q,P

演化方程和之前是完全相同的。

下面说明无穷小正则变换是什么样子，设一个不含时的无穷小正则变换的形式是：

qi → Qi = qi + ϵFi(q, p) pi → Pi = pi + ϵEi(q, p)

为了确定 Fi,Ei 的具体形式，我们计算泊松括号：

为了使得泊松括号正确保持，必须有：

∂Fi

∂qj
+

∂Ej

∂pi
= 0

同理，计算 {Qi,Qj} 和 {Pi,Pj} 得到另外两个约束条件：

∂Ei

∂qj
−

∂Ej

∂qi
= 0

∂Fj

∂pi
−

∂Fi

∂pj
= 0

若要使得上面三个约束条件同时满足，F ,E 只能被一个函数 G 生成：

Fi =
∂G

∂pi
Ei = −

∂G

∂qi

{Qi,Pj} = {qi + ϵFi, pj + ϵEj}

= δij + ϵ({Fi, pj} + {qi,Ej})

= δij + ϵ( ∂Fi

∂pj
+

∂Ej

∂pi
)



或者写成：

Qi = qi + ϵ{qi,G} Pi = pi + ϵ{pi,G}

通过在相空间中的每个点都执行一个无穷小正则变换，就得到相空间中的矢量场，沿着这个矢量场积分，就得到有限大的正则
变换：

Qi = Qi(q, p, s),Pi = Pi(q, p, s)
∂Qi

∂s
= {Qi,G},

∂Pi

∂s
= {Pi,G}

下面考虑含时正则变换。设有正则变换 (qi, pi) → (Qi(q, p, t),Pi(q, p, t))，之前不含时的正则变换只是给相空间重新选了一组坐
标，不会导致哈密顿量的变化，但是现在由于新的坐标显含时间，新的哈密顿量通常也显含时间，生成函数通常也显含时间。
设旧哈密顿量 H(p, q)，新的哈密顿量 K(P ,Q)，二者相差时间全导数。简便起见，设相空间只有 2 维，考虑新的广义坐标 Q
。在新的相空间 (P ,Q) 中，它只是一个坐标，而非 (P ,Q) 的含时函数，所以它的演化方程：

dQ

dt
= {Q,K}P ,Q = {Q(p, q, t),K}p,q

而在原相空间 (p, q) 中，由于正则变换是含时的，因此 Q 是坐标 (p, q) 的含时函数，从而有：

dQ

dt
= {Q,H}p,q +

∂Q(p, q, t)

∂t

这两种理解得到的 Q 的演化方程相减，得到：

∂Q

∂t
= {Q,K − H}p,q

同理，考察 P  的演化：

∂P

∂t
= {P ,K − H}p,q

现在计算 dQ ∧ dP，其中：

dP = dSP +
∂P

∂t
dt,  dQ = dSQ +

∂Q

∂t
dt,   dSP ∧ dSQ = dp ∧ dq

最后一式是正则变换保持辛形式不变的性质。

从而：

∑
i

dpi ∧ dqi − dH ∧ dt = ∑
i

dPi ∧ dQi − dK ∧ dt

写成全微分形式：

d(∑
i

pidqi − Hdt −∑
i

PidQi + Kdt) = 0

这意味着 (⋅) 中的东西可以写成某个函数的全（外）微分，那么：

∑
i

pidqi − Hdt −∑
i

PidQi + Kdt = dF

dP ∧ dQ = (dSP +
∂P

∂t
dt) ∧ (dSQ +

∂Q

∂t
dt)

= dSP ∧ dSQ + dP ∧ ( dQ

dt
dt) + ( dP

dt
dt) ∧ dQ

= dp ∧ dq + ({Q,K − H}dP − {P ,K − H}dQ) ∧ dt

= dp ∧ dq + (
∂(K − H)

∂P
dP −

∂(K − H)

∂Q
dQ) ∧ dt

= dp ∧ dq + (
∂(K − H)

∂P
dP −

∂(K − H)

∂Q
dQ +

∂(K − H)

∂t
dt) ∧ dt

= dp ∧ dq + d(K − H) ∧ dt



这里的 F  就称为生成函数。此外，可以看出正则变换保持了一个 2-形式 dp ∧ dq − dH ∧ dt 不变。取 (q,Q, t) 作为独立坐标，
令 p = p(q,Q, t),P = P(q,Q, t),F = F(q,Q, t)，那么从上式中直接读出：

pi =
∂F

∂qi
,  Pi = −

∂F

∂Qi

, (K − H) =
∂F

∂t

作为另一个例子，希望选取 (qi,Pi, t) 作为独立坐标，并把剩下的 (pi,Qi) 直接读出，那么需要在方程中直接出现 dqi 和 dPi，
那么考虑如下处理：

∑
i

pidqi − Hdt +∑
i

QidPi + Kdt = d(F +∑
i

PiQi) = dF2

HJB Equation
HJB 方程有两种推导方法：一种是考虑以 (q0, t0) 为起点的真实路径的作用量。设 γ, γ̄ 分别为构型空间和相空间上的真实轨
迹，那么：

Wq0,t0
= ∫

γ

Ldt = ∫
γ̄

pdq − Hdt

考虑改变端点的影响：

δW = δ∫
t̂

t0

L(q, q̇, t)dt = ∑
i

∂L

∂q̇i
δqi|

t̂
t0

= ∑
i

piδqi ⇒
∂W

∂qi
= pi

再考虑时间改变的影响，将前面一式代入得到：

∂W

∂t̂
= −(∑ piqi − L) = −H

所以拿到 HJB 方程：

∂W

∂t
+ H (q,

∂W

∂q
, t) = 0

它的另一种物理意义可以从正则变换导出，考虑 qi, pi,H = H(qi, pi, t)，试着找一个 2 型正则变换，使得系统的哈氏量为 0：

K = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
= 0 ⇒ H (q,

∂F2

∂q
, t) +

∂F2

∂t
= 0

这就得到了 HJB 方程。这个方程是关于 (q1, q2, ⋯ , qn) 和 t 的 PDE，那么它的解中包含 n + 1 个常数，
F2 = F2(q1, ⋯ , qn,α1, ⋯αn,αn+1, t)，由于这个方程中只含有 F2 对时间或者对 t 的导数，因此显然有一个常数是加性常数：

F2 = W(q1, ⋯ , qn;α1, ⋯ ,αn; t) + αn+1

由于新的哈氏量是 0，所以新的坐标 Pi,Qi 都是常数。不妨取 Pi = αi，剩余的 Qi：

Qi =
∂W

∂Pi

=
∂W

∂αi

:= βi

从而可以反解出 qi = qi(α,β, t)。

Symplectic Geometry
Vector Field and Differential Form

推前映射

推前映射的显式写法：设有两个开集 U1,U2，上面分别有两套坐标系 {x}, {y}，对坐标基底的推前映射是

ϕ⋆ (
∂

∂xi

) =
m

∑
j=1

∂yj

∂xi

∂

∂yj



所以对于一个矢量的推前：

ϕ⋆ (∑
i

ξi
∂

∂xi
) =

n

∑
i=1

n

∑
j=1

ξi
∂yi
∂xi

∂

∂yi

定义一个操作（缩并）是将 1-形式到标量场的映射，以 ιVα 记。显然：

ιV (df) = ∑
i

V i ∂f

∂xi
= V (f) αi(x) = ι ∂

∂xi
α

外微分

有一个唯一的 d : Ωp(U) → Ωp+1(U) 的映射同时满足以下性质：

拉回映射

对函数的拉回映射是简单的：考虑 ϕ : U1 → U2，U2 有标量场 f，定义 ϕ⋆f = f(ϕ(x)),x ∈ U1。对微分形式的拉回有简单的写
法（将微分形式中的每一个函数都拉回）。设 U2 上有形式：

α =
1

p!
∑
i1⋯ip

αi1⋯ip(y)dyi1 ∧ ⋯ ∧ dyip

那么：

这样的定义使得拉回映射有性质：

线性性

在 p = 0 时效果回退到全微分 f ↦ df

d2(⋅) = 0

Graded Lebnitz Rule: d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ，若 α 是 p− 形式。
考虑寻找这个映射：取任意 p− 形式：

α =
1

p!
∑
i1⋯ip

αi1⋯ip(x)dxi1 ∧ ⋯ ∧ dxip

这里在系数上除以 1

p!
 是因为 ∑i1⋯ip

 对所有可能的下标组合求和了，这导致同一个东西被重复计算了 p! 次。考虑将映射 d

作用到后面这个基底上：

显然，这个过程可以被持续下去，最终将得到 0。那么：

这个操作称为外微分。例如考虑一个 1− 形式：α = ∑i αidxi，dα = ∑ij ∂jαidxj ∧ dxi

d(dxi1 ∧ ⋯ ∧ dxip) = d(dxi1) ∧ (dxi2 ∧ ⋯ ∧ dxip) − (dxi1) ∧ d(⋯)

= 0 − (dxi1) ∧ d(dxi2 ∧ ⋯ dxip)

dα =
1

p!
∑
i1⋯ip

dαi1⋯ip(x) ∧ (dxi1 ⋯ dxip)

=
1

p!
∑

k,i1⋯ip

∂kαi1⋯ip(x)(dxk) ∧ (dxi1 ⋯ dxip)

ϕ⋆α =
1

p!
∑
i1⋯ip

ϕ⋆αi1⋯ip(y)dϕ⋆(yi1) ∧ ⋯ ∧ dϕ⋆(yip)

=
1

p!
∑
i1⋯ip

αi1⋯ip(ϕ(x))d(ϕi1(x)) ∧ ⋯ ∧ d(ϕip(x))

与外微分的相容性：d(ϕ⋆α) = ϕ⋆(dα)

与楔形积的相容性：ϕ⋆(α ∧ β) = ϕ⋆(α) ∧ ϕ⋆(β)



Lie 导数

从拉回映射的定义自然衍生出 Lie 导数的定义，Lie 导数衡量一个张量沿着流的变化率：

LVα =
d

dt
|t=0ϕ

⋆
t (α)

性质：

广义 Stokes 定理

取 J  为 Rp 中可定向曲面，K 为 Rn 中可定向曲面。有微分同胚 J → K，有：

∫
K

α = ∫
ϕ(J )

α = ∫
J

ϕ⋆α

下面的结果称为 Stokes 定理：

∫
K

dα = ∫
∂K

α

这个结果可以诱导出微积分中各个定理，例如微积分中的 Stokes 定理：取 1− 形式 α = α1(x)dx1 + α2(x)dx2。
dα = ∂2α1(x)dx2 ∧ dx1 + ∂1α2(x)dx1 ∧ dx2 = (∂1α2 − ∂2α1)dx1 ∧ dx2，由广义 Stokes 定理得到：

∫ ∫
K

(∂1α2 − ∂2α1)dx1 ∧ dx2 = ∫
∂K

α1dx1 + α2dx2

Stokes 定理的重要应用是在时空 3 + 1 分解后的空间面上定义守恒量。

考虑 α 是 Closed Form，如图所示是包含了很多粒子的世界管，在远处的边界上 α = 0，仅在 K1,K2 两个边界上有取值。那
么：

∫
∂M

α = ∫
K2

α − ∫
K1

α = ∫
M

dα = 0 ⇒ ∫
K1

α = ∫
K2

α

Cartan Formula and Poincare Lemma

Cartan 的魔法公式

（来自拉回的性质）LV (dα) = d(LVα)

Lebnitz Rule LV (α ∧ β) = LV (α) ∧ β + α ∧ LV (β)

显式表达式：考虑 p− 形式：

特别地，若坐标系选取恰当，使得 V :=
∂

∂xi1
，也即选取了矢量场的适配坐标系，那么显式表达式中只会剩下第一项。

LVα =
1

p!
∑
i1⋯ip

LV (αi1⋯ip)dxi1 ∧ ⋯ ∧ dxip + αi1⋯ipLV (dxi1) ∧ ⋯ ∧ xip + ⋯

=
1

p!
∑
i1⋯ip

V (αi1⋯ip)dxi1 ∧ ⋯ ∧ dxip + αi1⋯ipd(LV (xi1)) ∧ ⋯ ∧ xip + ⋯

=
1

p!
∑
i1⋯ip

V (αi1⋯ip)dxi1 ∧ ⋯ ∧ dxip +
1

p!
∑

i1⋯ip,k

αi1⋯ip∂kV (xi1)dxk ∧ dxi1 ∧ ⋯ ∧ xip+⋯



上文中从流映射的角度定义了 Lie 导数，但实际上 Lie 导数也可被几个性质唯一确定：

前文中定义了三个映射：LV , d, ιV，三者之间的关系由 Cartan 的魔法公式给出：

LV (⋅) = dιV (⋅) + ιV d(⋅)

要证明魔法公式，只需说明右侧的东西满足可以唯一确定 Lie 导数的三条性质。记 DV (⋅) = dιV (⋅) + ιV d(⋅)。
验证性质 1（对标量场的作用）：

验证性质 2（与外微分可交换）：

验证性质 3（Lebnitz 律）：

分别看这两部分：

d(ιVα ∧ β + (−1)pα ∧ ιV β) = d(ιVα) ∧ β + (−1)p−1ιVα ∧ dβ + (−1)pdα ∧ ιV β + (−1)2pα ∧ d(ιV β)

另一部分也产生类似的四项。注意到 (−1)p 与 (−1)p−1 必然有相反符号，所以中间的四项可以消掉。最终剩下的结果是：

DV (α ∧ β) = (dιV + ιV d)α ∧ β + α ∧ (dιV + ιV d)β

这就验证了性质 3.

直接给出关于这三个映射的更多性质：

在标量场上的作用：LV (f) = V (f)

与外微分可交换： LV (d(⋅)) = d(LV (⋅))

Lebnitz Rule： LV (α ∧ β) = (LVα) ∧ β + α ∧ (LV β)

容易从其定义验证这些性质，或者从这些性质导出 Lie 导数的显式表达式。下面定义矢量场与 p− 形式的缩并，得到
(p − 1)− 形式。注意到一个 p− 形式用抽象指标写出来：

αa1⋯ap =
1

p!
∑
i1⋯ip

αi1⋯ip(x)(dxi1)a1 ∧ ⋯ ∧ ∑
i1⋯ip

(dxip)ap

这里的缩并是指让矢量场 V a1  和 p− 形式缩并：

ιV (α) = ∑
i1⋯ip

αi1⋯ip((lV dxi1)dxi2 ∧ ⋯ ∧ dxip − (lV dxi2)dxi1 ∧ ⋯ dxip + ⋯)

可验证这个操作满足 Graded Lebnitz Rule：

ιV (α ∧ β) = (ιVα) ∧ β + (−1)pα ∧ (ιV β)

DV (f) = dιV (f) + ιV d(f)

= ιV df

= V (f) = LV (f)

DV (df) = (dιV + ιV d)df

= dιV (df)

= dV (f)

= dDV (f)

DV (α ∧ β) = (dιV + ιV d)(α ∧ β)

= d(ιVα ∧ β + (−1)pα ∧ ιV β) + ιV (dα ∧ β + α ∧ (−1)pdβ)

Lie 导数的对易子：[LV ,LW ] = L[V ,W ]

缩并操作的反对称性：ιV ιW + ιW ιV = 0

Lie 导数与缩并操作的对易子 [LV , ιW ] = ι[V ,W ]

对于第一条，可以直接对作用在标量场上的情况给予证明：

[LV ,LW ](f) = LVLW (f) − LWLV (f) = V (W(f)) − W(V (f)) = [V ,W ](f) = L[V ,W ](f)



Poincare 引理

验证第二条性质，将两个缩并操作作用在 p− 形式基底上：

交换 V ,W  得到

∑
j<k

V (xik)W(xij)((−1)k+j−2 ⋯ ∧ ⋯ ∧) +∑
j>k

(−1)k+j−3(c.t.)

直接将 j 重命名为 k，将 k 重命名为 j，第一项变成 ：

∑
j>k

V (xij)W(xik)((−1)k+j−2 ⋯ ∧ ⋯ ∧)

这和原来的第二项抵消了。同理，交换 V ,W  后的第二项和原来第一项抵消。这验证了反对称性。
对于第三条，[LV , ιW ] 作用在标量场上的行为是平凡的，所以以它作用在 1− 形式上的行为为例：

分别计算这两项：

所以，原式：

而

这就对最简单的情况完成了证明。

ιV ιW (dxi1 ∧ ⋯ ∧ dxip) = ιV (∑
k

(−1)k−1W(xik)dxi1 ∧ ⋯ ∧ ∧ ⋯ ∧ dxip)

= ∑
j<k

V (xij)W(xik)((−1)k+j−2 ⋯ ∧ ⋯ ∧) +∑
j>k

(−1)k+j−3(c.t.)

dxik

ij ik

ij ik

ik ij

[LV , ιW ](∑
i

αidx
i) = (LV ιW − ιWLV )(∑

i

αidx
i)

LV ιW (∑
i

αidx
i) = LV (∑

i

αiW
i)

= V (∑
i

αiW
i)

= ∑
i

V (αiW
i)

= ∑
i

V (αi)W
i +∑

i

αiV (W i)

= ∑
i

V (αi)W
i +∑

i,k

αiV
k∂kW

i

ιWLV (∑
i

αidx
i) = ιW (LV (αi)dxi + lWαid(LV (xi)))

= ιW (V (αi)dxi) + lWαid(V (xi))

= ∑
i

V (αi)W
i + lWαi∂kV (xi)dxk

= ∑
i

V (αi)W
i +∑

i,k

αi∂kV (xi)W k

= ∑
i

V (αi)W
i +∑

i,k

αiW
k∂kV

i

[LV , ιW ](∑
i

αidx
i) = ∑

i,k

αi(V
k∂kW

i − W k∂kV
i)

ι[V ,W ] (∑
i

αidx
i) = ∑

i

αi[V ,W ]i

= αi(V
j∂jW

i − W j∂jV
i)



称一个微分形式是闭的（Closed），若 dα = 0；称微分形式是恰当（Exact）的，若 α = dβ，则称它恰当。为描述开集 U  的拓
扑结构，定义 p 阶 deRham 上同调群

H p
dR(U) = Closed p-form on U/exact p -form on U

称 U ⊂ Rn 是星形的，若存在 x0 ∈ U，使得 ∀x ∈ U，x,x0 的连线均在 U  中。庞加莱引理指出：若开集 U ∈ Rn 是星形的，则
其任意阶 deRham 上同调群平凡。

我们将通过对于任意 α 直接构造 β，使得 α = dβ 的方式证明这一点。不妨设 x0 = 0，考虑映射 ϕt : U → U，

x ↦ exp(t)x(t ≤ 0)，它连接了任意 x ∈ U  与 x0 = 0，并且该映射是被 V = xi
∂

∂xi
 诱导的。对于任意 α，改写：

这就完成了构造。

Symplectic Form
非退化的反对称双线性映射称为辛映射。设 ω 为 V  上辛映射，取非零元 e1 ∈ V，由非退化性，必找到 f1 使得 ω(e1, f1) = 1。
可在 span{e1, f1} 的正交补（指 {u ∈ V |ω(u, e1) = ω(u, f1) = 0}）中重复这个过程，从而找到 V = span{e1, ⋯ , en, f1, ⋯ , fn}

且 ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0,ω(ei, fj) = δij。与度规一样，ω 诱导降指标映射 ~ω : V → V ⋆，v ↦ ω(v, ⋅)。

取辛空间 (V ,ω)，其子空间 L ⊂ V  称为迷向的（Isotropic）若 ω(u, v) = 0, ∀u, v ∈ L。L 的最大维数为 V  维数的一半。这是因
为 ~ω : V → V ⋆ 诱导映射 ~ωL : L → (V /L)⋆。考虑在 ω(⋅, ⋅) 的第一个槽位中装入 u ∈ L，那么第二个槽位中装入 v 与
v + w,w ∈ L，得到相同的结果，从而 ω(u, ⋅) 可以被视为将 V /L 中矢量映射到实数的映射，自然可以认为它是 (V /L)⋆ 中的元
素。下面说明它是单射：若 ∃u ∈ L,u ≠ 0，使得 ~ωL(u) = 0，也就是说对 ∀v ∈ V，ω(u, v) = 0，这与 ω 的非退化性矛盾，从而
只许有 ~ωL(0) = 0。这样推出：

dimL ≤ dimV /L

也就说明了 dimL ≤
1

2
dimV。

可以在开集 U  中的每一点配备一个这样的映射 ωp : TpU × TpU → R，ω 称为辛形式若它是闭的且点点非退化。取 U  上坐标系
{x1, ⋯x2n}，辛形式可写成：

ω =
1

2
∑
ij

ωij(x)dxi ∧ dxj

取 f 为 U  上标量场，称与之对应的哈密顿矢量场是：

Vf = ~ω−1(df) ⇒ ~ω(Vf) = df ⇒ ιVfω = df

辛形式 ω 在哈密顿矢量场生成的流映射下保持不变：

LVf(ω) = (dιVf + ιVfd)ω = dιVfω = ddf = 0

这直接给出刘维尔定理：

α = ϕ⋆
0(α) − ϕ⋆

−∞(α)

= ∫
0

−∞

d

dt
(ϕ⋆

t (α))dt

= ∫
0

−∞

d

dτ
|τ=0(ϕ⋆

t+τ(α))dt

= ∫
0

−∞

LV (ϕ⋆
t (α))dt

= ∫
0

−∞
(dιV (ϕ⋆

t (α)) − ιV d(ϕ⋆
t (α)))dt

= ∫
0

−∞
dιV (ϕ⋆

t (α))dt

= d(∫
0

−∞
ιV (ϕ⋆

t (α))dt) = dβ



LVf
( ωn

n!
) = 0

取 f, g 为 U  上标量场，泊松括号 {⋅, ⋅} 是 C∞(U) × C∞(U) → C∞(U) 映射：

{f, g} = lVf lVg(ω) = lVf(dg) = Vf(g)

Geometry of Canonical Transformations
考虑增广相空间 U × R : {q1, ⋯ , qn; p1, ⋯ , pn; t} 和含时哈氏量 H(q, p, t)。取 2− 形式 ωH = ω − dH ∧ dt。定义读取时间的投
影映射 π : U × R → R，称一个增广相空间上的微分同胚 ϕ 是正则变换，若：

利用一个结论：

ιX(ϕ⋆α) = ϕ⋆(ιϕ⋆Xα)

也即把新空间上的 α 拉回之后与 X 缩并所得之结果正如把 X 推前至新空间与 α 缩并后再拉回。由相流生成元的定义我们知
道：

ϕ⋆(ιϕ⋆χH
ωK) = ιχH

(ϕ⋆ωK) = ιχH
ωH = 0 ⇒ ιϕ⋆χH

ωK = 0

同理推出 ιϕ⋆χH
dt = 1，这两个条件可以确定：

ϕ⋆χH = χK

也就是说新的相流就是旧的相流被推前后的结果。

该变换不改变时间：π ∘ ϕ = π

U × R 上有标量场 K 使得 ϕ⋆ωK = ωH

要理解第二条在说什么，要看增广相空间上相流的生成元如何定义。这个生成元定义为：

时间匀速前进： π⋆(χH) =
∂

∂t

ιχH
ωH = 0

这两条可以唯一确定增广相空间上的矢量场：

χH =
∂

∂t
−∑

i

(∂qiH
∂

∂pi
− ∂piH

∂

∂qi
)

直接给出哈密顿方程。既然相流生成元是依赖于 ωH  定义的，那么含时正则变换的第二条要求就是说变换后的相流要被辛
哈密顿量 K 生成。考虑 2− 形式 ωK = ∑i dPi ∧ dQ − dK ∧ dt, ϕ⋆ωK = ∑i dPi(q, p, t) ∧ dQi(q, p, t) − dK(Q(⋅),P(⋅), t)。
定义的第二条要求：

∑
i

dpi ∧ dqi − dH ∧ dt = ∑
i

dPi ∧ dQi − dK ∧ dt

从而：

(∑
i

pidqi − Hdt) − (∑
i

PidQi − Kdt) = dF

F  就是生成函数。



考虑一些粒子在相空间中的世界线位于“世界管”的"管壁" Γ 上。由于 ιχH
ωH = 0，所以世界管管壁任意一点切空间内的任意矢

量与 ωH  的缩并都为 0，换言之，ωH  是法于 Γ 的，从而它在 Γ 上的限制为 0，从而 ∫Γ ωH = 0，由于
ωH = dα = d(∑i pidqi − Hdt)，从而

∮
γ̄

α − ∮
γ

α = ∫
∂Γ

α = ∫
Γ

dα = 0 ⇒ ∮
γ̄

α = ∮
γ

α

这说明了简约作用量 ∮
γ
(∑i pidqi) 为常值。

Syplectic Manifold

只介绍比较重要的一点。称辛流形的子流形 L ⊂ M 是拉格朗日子流形，若 ω|L = j⋆(ω) = 0，且 dimL =
1

2
dimM，j 为 L 向

M 的嵌入映射。
例子：取辛流形 (R2n,ω = ∑i dpi ∧ dqi)，在其上指定 n 个标量场 f1(q) ⋯ , fn(q)，考虑子流形 Lf = {(qi, pi)|pi = f(qi)}，从 lf
到 M 的嵌入映射 jf : (q1, ⋯ qn) ↦ (qi, qn, f(qi), ⋯ , f(qn))。记 α = ∑i pidqi ，定义要求

j⋆
f(ω) = 0 ⇒ j⋆

f(dα) = 0 ⇒ d(j⋆
f(α)) = 0 ⇒ j⋆

f(α) = dF ⇒ ∑
i

fi(q)dqi = dF ⇒ fi(q) =
∂Fi(q)

∂qi

Momentum Map

动量映射

称 Lie 群 G 在流形 M 上的作用为映射 ρ : G × M → M, (g,m) ↦ ρg(m)，或者以 g ⋅ m 记。在第一槽位确定时，该映射是微分
同胚；在第二槽位确定时，从 G 到映射的集合的映射是群同态。
一些基本定义：

取 (M,ω) 为辛流形，微分同胚映射 ϕ : M → M 称为辛同胚，若它保持辛形式：ϕ⋆ω = ω。若对于某 Lie 群 G 有
g⋆ω = ω, ∀g ∈ G（此时称 G 对 M 的作用为保辛作用）。那么 LVA

ω = 0, ∀A ∈ g。进而：

dlVA
ω = 0 ⇒ lVA

ω = dfA

进一步地，称 G 对 M 的保辛作用是哈密顿作用，若有映射 H : g → C∞(M)，使得

G 作用在 x ∈ M 上所得轨道是所有可能出现的元素的集合：G ⋅ x = {ρg(x)|g ∈ G} ⊂ M

x ∈ M 的稳定子群是不改变 x 的那些元素的集合：Gx = {g ∈ G|ρg(x) = x}

G 在 M 上的作用将 M 划分为不交的轨道，定义轨道空间 M/G

称群作用是传递的，若 M/G 为单点，也就是说从 M 上任何一点出发，经过 G 的作用可以到达 M 上任何一点；称群作用
是自由的，若 Gx = e, ∀x

一个 Lie 群可以与一个线性空间 g 联系起来，例如取 g 为 G 上左不变矢量场的集合。可认为 g 是 G 生成元，g 上有被称为
Lie Bracket 的映射 [⋅, ⋅] : g × g → g，它同样有双线性、反对称、满足雅可比恒等式的性质。
考虑 G 作用在 M 上。取 G 上曲线 γ(t) 并 γ(0) = e，γ ′(t)|t=0 = A ∈ g。γ(t) ⋅ x 给出 M 上曲线，零

VA(x) =
d

dt
|t=0(γ(t) ⋅ x)，即得到 M 上矢量场。所以我们有了 g → Vect(M) 的映射。或者可以认为 M 上的微分同胚构成

无限维 Lie 群， G 在 M 上的作用给出了同态 G → Diff(M)，自然有 Lie 代数同态 g → Vect(M)。

ιvAω = dHA



前面我们只要求了 G 对 M 的作用是保辛的哈密顿作用，现在考虑 G 就是系统的对称群，也就是说额外要求系统哈氏量 H 满
足 LVA

(H) = VA(H) = 0，那么：

{H,HA} = ιVH ιVA
(ω) = −ιVA

ιVH(ω) = −ιVA
(dH) = −VA(H) = −LVA

(H) = 0

从而系统对称群 G 对系统的哈密顿作用所得 M 上矢量场的生成函数 HA 是运动积分。

例子：考虑平移作用，a ⋅ (x, p) = (x + a, p)，g = R
n，与 g 的基底 ei 对应的 M 上的矢量场为 Vei =

∂

∂xi
，按定义得到

Hei(x) = −pi。所以动量映射 H(⋅)(x) 将 x 映射到 g⋆ 中分量为 (−p1, ⋯ , −pn) 的元素。

例子：考虑 U(1) 的作用：

exp(iθ) : [ ] ↦ [ ] [ ]

不难验证它保辛，且：

Ve|(x,y) =
∂

∂θ
|θ=0 exp(iθ) [ ] = [ ] ⇒ Ve = −y

∂

∂x
+ x

∂

∂y

根据定义：

ιVeω = −ydy − xdx = d(−
1

2
x2 −

1

2
y2) ⇒ H = −

1

2
x2 −

1

2
y2

这个 − 1

2
x2 −

1

2
y2 就是映射到的 g⋆ 中对偶矢量的分量。

例子：考虑 GLN(R) 的作用，一个合法的保辛作用是：

A : [ ] ↦ [ ]

根据定义：

VA = ∑
ij

Aijxj

∂

∂xi

−∑
ij

Aijpj
∂

∂pj
⇒ HA = −∑

ij

Aijpixj

从而 μ(x, p) = −pixj。
直观上，可以看出 g⋆ 的坐标就是系统的各个守恒量。

辛约化

对于有 2n 维相空间的系统，找到一个约束可以使得其自由度下降 2 维。一个最简单的例子：考虑哈密顿在系统 (M,ω,H)，系
统有运动积分 f，Vf = ~ω−1(df) 生成相流 ρt，可以将这个 f 视为系统对称群作用在系统上得到的矢量场的生成函数。显然这个
对称群是一维的，f(x) 自身就是 x 被映射到 g⋆ 中那个元素的分量。取局域辛坐标系 {q1, ⋯ qn, p1, ⋯ , pn}，不失一般性可取
pn = f，这样系统自由度降低 1。此外：

{H, f} = 0 ⇒ {H, pn} =
∂H

∂qn
= 0

所以哈密顿量与 qn 并无关系，另外 pn 又被设定为常数，所以可以视作 H 只依赖于剩下 2n − 2 个坐标。由于 q̇n =
∂H

∂pn
，所

以 q̇n 就是常数，qn 匀速增长。不过既然 H 不依赖于它，我们不关心 qn 取何值，从而我们得到了 2n − 2 维约化相空间。

下面考虑形式化地给出约化步骤：取 (M,ω) 为辛流形，G 为系统的对称群，对系统有哈密顿作用。有动量映射 μ : M → g
⋆。

Lie 群对自身 Lie 代数的伴随作用记为 Ad : G × g → g 或 (a, ξ) → Ada(ξ)，对矩阵群而言，伴随作用是 Ada(ξ) = aξa−1。伴随

{HA,HB} = H[A,B]

也就是说，我们本来能把 Lie 代数中元素与 M 上矢量场建立关联，哈密顿作用进一步要求这个矢量场是能够被一个标量场
生成的哈密顿矢量场。条件 2 可以视作消除了 H(⋅) 随意平移一个常数的规范自由性。H(⋅)(x) 吃掉 g 中元素吐出一个标量，
也就是说，它将 M 上每一点映射到 g⋆ 中元素，这个 M ↦ g⋆ 的映射称为动量映射。

x

y

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

x

y

x

y

−y

x

x

p

Ax

(AT )−1p



作用诱导出余伴随作用 Ad⋆ : G × g
⋆ → g

⋆，定义为对于 ϕ ∈ g
⋆, ξ ∈ g，

Ad⋆
a(ϕ)(ξ) = ϕ(Ada−1(ξ)) = ϕ(a−1ξa)

这样的定义有一个良好的性质：

也就是说位于 g, g⋆ 中元素经过 Lie 群中同一个元素诱导的伴随/余伴随作用后内积不变。

此外，需要假设动量映射有性质（G-等变性）：μ(a ⋅ m) = Ad⋆
a(μ(m))，根据动量映射的定义：

Hξ(m) = ⟨μ(m), ξ⟩

使用上述性质：

Hξ(a ⋅ m) = ⟨μ(a ⋅ m), ξ⟩ ⇒ Hξ(a ⋅ m) = ⟨Ad⋆
a(μ(m)), ξ⟩ = ⟨μ(m),Ada−1(ξ)⟩

取 a = exp(tη)，两侧求导：

d

dt
Hξ(exp(tη) ⋅ m) =

d

dt
Hξ(ρt,η(m)) = LVη

~
Hξ = Vη(

~
Hξ) = ιVη(d

~
Hξ) = ιVHη

ιVHξ
ω = {Hη,Hξ}

我们能把 Vη 写成 VHη
 是因为：由于 G 对 M 的作用是哈密顿作用，所以这个矢量场既是与 g 中的元素关联的，也是被 M 上哈

密顿矢量场 Hη 生成的。 右侧：

d

dt
Adexp(−tη)(ξ) = −adηξ = −[η, ξ] = [ξ, η]

⟨μ(m), [ξ, η]⟩ = H[ξ,η](m)

我们给出了结果：

{Hη,Hξ} = H[ξ,η]

按照本书的约定，这里少了一个负号。我们期望找到一个 Lie 代数同态。但是，在一个合理的符号约定下，G-等变性应当与前
文给出的 Lie 代数同态性质是自洽的。
利用 G 等变性： 考虑 μ(m) = 0，任取 a ∈ G，μ(a ⋅ m) = Ad⋆

a(0) = 0，因此有 G ⋅ μ−1(0) = μ−1(0)，也就是说我们选定一个守
恒量的值（全 0）来指定一个子流形后，通过把对称群 G 作用在这个子流形上，我仍然可以移动。也就是说这个子流形内部仍
有因对称性导致的规范自由性，这些规范自由性需要被商掉。
有所谓 Marsden-Weinstein-Meyer 定理：设 G 为紧 Lie 群，在辛流形 (M,ω) 上有哈密顿作用，且有动量映射 μ，且 G 在
μ−1(0) 上的作用是自由的，有如下结果：

Integrable System
Liouville Integrability an Liouville Tori
哈氏系统的守恒量足够多时，系统的演化可以通过求解一系列代数方程和定积分直接给出。这样的系统称为刘维尔可积系统。

例子：n 个独立谐振子，H = ∑n
i=1 (

1

2
p2
i +

1

2
ω2
i q

2
i ) = ∑i=1 fi。显然有 {fi, fj} = 0, {fi,H} = 0，从而每个 fi 守恒，系统被

限制在子流形 Pc = {(qi, pi)|fi(q, p) = ci}。直观上，这些谐振子互相独立，因此猜测 Pc 同胚于 n 个 S 1 的直积。令

pi = ri cos θi, qi =
ri

ωi

sin θi，计算得 dpi ∧ dqi = d(
r2
i

2ωi

) ∧ dθi，取 Ii =
r2
i

2ωi
，哈氏量 H = ∑

i
ωiIi。此时 Ii 成为新动量而 θi

成为新坐标。直接看出演化方程 İi = 0, θ̇i = ωi。也就是说 Ii 是常数，只负责将系统限制在子流形上；θi 方向上匀角速度转
动。

⟨Ad⋆
a(ϕ),Ada(ξ)⟩ = Ad⋆

a(ϕ)(Ada(ξ))

= ϕ(Ad−1
a (Ada(ξ)))

= ϕ(ξ)

= ⟨ϕ, ξ⟩

Mred = μ−1(0)/G 为光滑流形
π : μ−1(0) → Mred 为 Principle G-Bundle
存在唯一约化辛形式 ωred 使得 π⋆ωred = μ|μ−1(0)



考虑 2n 维 哈氏系统 (M,ω,H)，称其上的 n 个运动积分 f1, ⋯ , fn 是独立的，若 df1, ⋯ , dfn 点点线性无关，从而 vf1
, ⋯ , vfn

也点点线性无关。若它们又有两两泊松对易的性质：

0 = {fi, fj} = ιvfi ιvfjω = ω(vfi , vfj) = 0

从而 {vf1 , ⋯ , vfn} 张成 TpM 的迷向子空间。称 (M,ω,H) 刘维尔完全可积，若可找到最大数目的（n 个）泊松对易的运动积
分。称 c ∈ R

n 是正规的，若 f−1(c) 上 df1 ⋯ dfn 线性无关，此时 f−1(c) 为拉格朗日子流形。这是因为 v ∈ TpM 要在 TpL 中
当且仅当 v(fi) = 0，由于 {fi, fj} = Vfi(fj) = 0，可知 ∀i,Vfi  都切于 L。因此 {Vfi} 张成 L 的切空间，而 ω(Vfi ,Vfj) = 0。

有 Liouville-Arnold 定理陈述这一结果：取 (M,ω,H) 为 2n 维可积系统，运动积分 f1, ⋯ , fn，取 c = (f1, ⋯ fn)T，有结论：

这些角变量和作用变量可以被构造出来。首先，守恒量 Ii 通过沿着环面上基本环的积分给出：

Ii(c) =
1

2π
∮
γi

∑
k

pk(c, q)dqk

其中 γi 是一个基本环，pk(c, q) 是反解出的动量。这个结果显然是一个运动积分。考虑正则变换 (qi, pi) → (ϕi, Ii)，其第二类生
成函数通过环面上的积分定义：

S(I, q) = ∫
q

q0

∑
k

pk(~q, I)d~qk

由于前面已经定义了 Ii(c)，所以这里将 c 换成了 I。由于环面上辛形式退化，所以 d (∑i pidqi) = 0，从而 ∑i pidqi 是闭形

式，也就是说两条路径只要同伦，积分就相等。最后定义角变量 ϕi =
∂S

∂Ii
。如果 S 的积分环路绕第 i 基本环一圈，积分值增

加 2πIi，对应的 ϕi 恰好增加 2π。由于这样的构造天然满足了 pi =
∂S

∂qi
 的性质，可以说明 (qi, pi) → (ϕi, Ii) 确实是正则变换：

dS = ∑
i

∂S

∂qi
dqi +∑

i

∂S

∂Ii
dIi = ∑

i

pidqi +∑
i

ϕidIi

两边再取外微分得到：

∑
i

dpi ∧ dqi = ∑
i

dϕi ∧ dIi

HJB Equation and Liouville Integrability
考虑系统的哈密顿量不显含时间，那么它完全是一个关于 q1, ⋯ , qn 的 PDE，称一个解 W(~p, q) 是它的局部完全解，若：

f−1(c) 是在相流下不变的光滑流形
若 f−1(c) 是紧连通的，它同胚于 T n = {(ϕ1, ⋯ϕn) mod 2π}

dϕi

dt
= ωi(c)，即每个角度都匀速转动，这些坐标被称为角变量

存在坐标 I1, ⋯ , In 为运动积分， ω = ∑i dIi ∧ dϕi，这些坐标称为作用变量

H (q,
∂W

∂q
(~p, q)) = E(~p)， ~p = (~p1, ⋯ , ~pn)

Hessian 的行列式非零，即 det(
∂ 2W(~p, q)

∂~pi∂qj
) ≠ 0

第一条是不含时的 HJB 方程。第二条有两个作用：考虑从 pi =
∂W

∂qi
(~p1, ⋯ ~pd; q1, ⋯ , qd) 中反解出 ~pi = ~pi(q, p)，这要求：

det( ∂pi
∂~pj

) ≠ 0 ⇒ det( ∂ 2W

∂~pj∂qi
) ≠ 0

考虑从 ~qi =
∂W

∂~pi
(~p1, ⋯ , ~pd, q1, ⋯ , qd) 中反解出 q，要求：

det(
∂~qi
∂qj

) ≠ 0 ⇒ det(
∂ 2W

∂qj∂~pi
) ≠ 0



下面说明：HJB 方程局部完全解的存在性和系统的刘维尔可积性是等价的。首先，若存在局部完全解，则 ~pi 就是泊松对易的 d
个运动积分。而若系统是刘维尔可积的，我可在等值面 f−1(c) 上选择坐标 q，使得动量可以被局部解出： p = p(c, q)。构造

W(c, q) = ∫
q

q0

∑
k

pk(c, q ′)dq ′

这个积分是与路径无关的。显然有 pi(c, q) =
∂W(c, q)

∂qi
，代入哈密顿量：

H (q,
∂W

∂q
(c, q)) = H(q, p(c, q)) = E(c)

这就是 HJB 方程，W(c, q) 就是其完全解。

因此，如果第二个条件被满足，给定 (p, q) 和 W(~p, q)，可以反解 ~p，再求出 ~q；给定 (~p, ~q) 和 W(~p, q)，也可以先反解 q，
再求出 p。我们有了相空间上可逆的坐标变换 (q, p) → (~q, ~p)。在新的坐标系下，由于 H = E(~p)，所以有：

~̇pi = 0,  ~̇qi =
∂

~
H

∂~pi
= ωi(~p)

这回到了和上面 Liouville-Arnold 定理相同的结果：广义动量是守恒量，而广义坐标匀速变化。


