
随机热力学（书版）笔记重制-Day8：现代发展
#StochasticThermaldynamics

本节中介绍一些随机热力学中正在被研究的有趣的小玩意儿~

Stochastic Efficiency
在前面我们看到了随机热力学中可以给出各种各样的热机，比如在 MJ 热机中，“向低温热源释放热”换成了“向低温热源释放
熵”。在这种情况下使用做功来定义熵产生不太合适。纸带作为低温热源/信息源，它的熵要增加；热库作为高温热源/能量源，
它的熵要减少，设二者熵变分别为 sout, sin，将热机的随机效率定义为：

ηs = −
sin

sout

由热力学第二定律，在所有轨迹上 ηs 的均值一定是要小于 1 的。仍然考虑已经处在非平衡稳态上的系统，以至于我可以把精
细涨落关系的分子分母全都写成对正向轨迹计算：

p(sin, sout)

p(−sin, −sout)
= exp( 1

kB
(sin + sout))

尝试使用大偏差定理对熵产生速率 j 的尾部分布进行刻画：

exp(−I(jin, jout)T )

exp(−I(−jin, −jout)T )
= exp( T

kB
(jin + jout))

这当然给出了对速率函数的一个约束（也可以视作对 Scaled CGF 施加了一个约束）：

−I(jins , jouts ) + I(−jins , −jouts ) =
1

kB
(jins + jouts )

利用大偏差原理一节中介绍的结论和 η =
−jins
jouts

 的事实（这里的 η 是经验随机效率）：

I(η) = min
jins

I (jins , −
1

η
jins )

下面我们说说这个速率函数。显然，在最可能情形，也就是 ηs = −
J in
s

J out
s

 的情况下（J in
s = ⟨jins ⟩,J out

s = ⟨jouts ⟩），这里的 I(η)

要取 0（对于所有 Scale CGF 其实都是这样！在最可能的点上要取 0）。给 ηs 赋特殊值：ηs = 1 立刻得到：

I(jins , jouts ) = I(−jins , −jouts )

从而 I (jins , −
1

η
jins ) 其实是 jins  的（凸）偶函数。

下面我们将说明卡诺热机是热机中的理想情况。对于卡诺热机而言，它运行一轮，高温热源的熵减恰等于低温热源的熵增，因
此 η = 1。显然 I(jins , −jins ) 也是 jins  的凸偶函数，其全局极小值必然在 j = 0 处取到，因此：

I(η = 1) = I(0, 0)

对于任意 η ≠ 1，有：

I(η) = min
jins

I (jins , −
1

η
jins ) ≤ I(−η ⋅ 0, 0) = I(1)

所以 I(1) 其实是极大值，也就是说卡诺热机是最不可能达到的情况。下面我们试着算这个速率函数，记 jins , jouts  的 Scaled CGF
是

φ(jins ,jouts )(qin, qout) = lim
T→∞

1

T
ln ⟨exp(qins

in + qouts
out)⟩

简便起见，定义：



f(q) = inf
qout

φ(jins ,jouts )(q + qout ⋅ η−1, qout)

那么：

在第四个等号中，我们使用了换元 q = qin − qout ⋅ η−1，从而对 qin, qout 两个变量的优化转化为对 q 这一个变量的优化。在第七
个等号中，我们利用了勒让德变换两次得到原函数的性质。一般来说 I 更不好算，而 φ 更好算。注意，我们这个问题有两个特
征：第一是我们采用了之前的大偏差原理中的结论（其实称为“收缩原理”）来求 η 的速率函数；第二是我们的约束是线性的，
也就是 jouts = −η−1jins ，这两个特征允许我们使用两次勒让德变换这个技巧。

Uncertainty Relations
之前，我们导出了一系列涨落关系，但是这些涨落关系通常研究的是路径上宏观可观测量的涨落。现在，我们要将某个流的涨
落用熵产生 Bound 住。简便起见，仍考虑处于非平衡稳态的系统，下面先证明这个系统的某个流 J 和熵产生 stot 的联合分布
要满足关系：

p(stot,J)

p(−stot, −J)
= exp( stot

kB
)

证明：

这里仍然使用了在恒定控制协议/驱动下，有相同跳转方式的正向/反向路径无法区分，概率相等的性质。定义一个新的概率测
度：

p†(stot,J) = p(stot,J) + p(−stot, −J) = (1 + exp(−
stot

kB
))p(stot,J)

它在所有熵产生为正的正向路径上是归一化的，因为：

∫
∞

0
dstot ∫ dJp† = ∫

∞

0
dstot ∫ dJp(stot,J) + ∫

∞

0
dstot ∫ dJp(−stot,J) = 1

下面试着求 J 的均值：

I(η) = inf
jins

I (jins , −
1

η
jins )

= inf
jins

sup
qin,qout

(qinj
in
s − qoutη

−1jins − φ(jins ,jouts )(qin, qout))

= inf
jins

sup
qin,qout

(jins (qin − η−1qout) − φ(jins ,jouts )(qin, qout))

= inf
jins

sup
q

(q ⋅ jins − f(q))

= − sup
jins

(− sup
q

(q ⋅ jins − f(q)))

= − sup
jins

(q ′jins − sup
q

(q ⋅ jins − f(q))),  q ′ = 0

= −f(0)

= − inf
qout

φ(η−1qout, qout)

p(stot,J) = ∫ Dxδ(stot − stot[x])δ(J − J[x])Px

= ∫ Dxδ(stot − stot[x])δ(J − J[x])Px̂ exp(stot[x])

= ∫ Dxδ(stot + stot[x̂])δ(J + J[x̂])Px̂ exp(stot[x])

= ∫ Dx̂δ(stot + stot[x̂])δ(J + J[x̂])Px̂ exp(stot[x])

= p(−stot, −J; rev)

= p(−stot, −J)

+ +



在第三个等号中，我们换元，s′ = −stot,J ′ = −J，以利用前面给出的精细涨落关系；在第六个等号中，我们只是改变了哑变
量 s′,J ′ 的写法。使用完全类似的手法还可以推出：

⟨stot⟩ = ⟨stot tanh( stot

2kB
)⟩

†

使用 Cauchy-Schwartz 不等式：

⟨J⟩2 = (⟨J tanh(
stot

2kB
)⟩

†

)
2

≤ ⟨J 2⟩
†⟨tanh2 (

stot

2kB
)⟩

†

并且：

⟨tanh2 X⟩ ≤ ⟨tanhX⟩ ≤ tanh ⟨X⟩

所以 J 的涨落：

σ2
J = ⟨J⟩2 − ⟨J⟩2 ≥ ⟨J 2⟩ − ⟨J 2⟩

† ⟨tanh2 ( stot

2kB
)⟩ ≥ ⟨J 2⟩(1 − tanh

⟨stot⟩
2kB

)

所以我们拿到不确定关系：

σ2
J

⟨J⟩
2

≥
2

exp(
⟨stot⟩
kB

)− 1

上面这个式子其实是对任意时间长度都成立的，下面考虑极短时间 dt，短时间内产生的流是 jdt，熵产生是 ṡtotdt，将这些结
果代入，上面的不等式写成：

σ2
j

(jst)2
≥

2kB
⟨ṡtot⟩

下面考虑流 J 是多个流的线性组合的情形，即 J(x) = ∑α λαJα(x)，简便起见引入：

Cαβ = ⟨JαJβ⟩ − ⟨Jα⟩ ⟨Jβ⟩,   K =
1

2
(exp(

⟨stot⟩

kB
)− 1)

上面给出的不确定关系当然是对任意流都起效的，所以不确定性关系立刻写成：

σ2
J ≥ ⟨J⟩

2 ⋅ K−1

用上面的记号写成：

⟨J⟩ = ∫
+∞

−∞
dstot ∫

+∞

−∞
dJ  Jp(stot,J)

= ∫
+∞

0
dstot ∫

+∞

−∞
dJ  Jp(stot,J) + ∫

0

−∞
dstot ∫

+∞

−∞
dJ  Jp(stot,J)

= ∫
+∞

0
dstot ∫

+∞

−∞
dJ  Jp(stot,J) + ∫

0

+∞
(−ds′)∫

−∞

+∞
(−dJ ′)(−J ′)p(−s′, −J ′)

= ∫
+∞

0
dstot ∫

+∞

−∞
dJ  Jp(stot,J) + ∫

+∞

0
ds′ ∫

+∞

−∞
(dJ ′)(−J ′)p(−s′, −J ′)

= ∫
+∞

0
dstot ∫

+∞

−∞
dJ  Jp(stot,J) + ∫

+∞

0
ds′ ∫

+∞

−∞
(dJ ′)(−J ′)p(s′,J ′) exp(−

s′

kB
)

= ∫
+∞

0
dstot ∫

+∞

−∞
dJ  Jp(stot,J)(1 − exp(−

stot

kB
))

= ∫
+∞

0
dstot ∫

+∞

−∞
dJ  Jp†(stot,J)(1 − exp(−

stot

kB
))(1 + exp(−

stot

kB
))

−1

= ⟨J tanh(
stot

2kB
)⟩

†



∑
αβ

(Cαβ − K−1 ⟨Jα⟩ ⟨Jβ⟩) ≥ 0

特别地，将系数选为 λα = ∑
γ
C−1

αγ ⟨Jγ⟩ （这显然不是一个随机变量，这样的选择是合法的），代入后得到：

∑
αβγδ

(CαβC
−1
αγ ⟨Jγ⟩C

−1
βδ

⟨Jδ⟩) = ∑
αβ

(C−1
αβ

⟨Jα⟩ ⟨Jβ⟩)

以及：

∑
αβ

λαλβ ⟨Jα⟩ ⟨Jβ⟩ = ∑
αγ

C−1
αγ ⟨Jα⟩ ⟨Jγ⟩∑

βδ

C−1
βγ

⟨Jβ⟩ ⟨Jδ⟩ = (∑
αβ

C−1
αβ

⟨Jα⟩ ⟨Jβ⟩)
2

立刻推出：

∑
αβ

⟨Jα⟩C
−1
αβ

⟨Jβ⟩ ≤ K

特别地，也可以研究时间趋于无穷小的情形。记无穷小时间内观测到的平均流量是 jstα，相关矩阵是 ~σ2
αβ
，此时得到：

∑
αβ

jstα (~σ2
αβ)−1jstβ ≤

ṡtot

2kB

举一个使用不确定性关系的例子，假设有一个在微观上行走的马达蛋白，它行走的速度是 v，设负载在马达蛋白上施加了引力
f。长期来看，马达蛋白的状态是不变的，自身熵产生为 0，所有的熵产生都是热库的熵产生，从而：

Tṡtot = ẇchem − fv

ATP 的消耗率是一个 Current，j = ⟨ṅ⟩，令 ẇchem = Δμ ⟨ṅ⟩，定义分子马达的机械效率：

η =
fv

ẇchem
=

fv

fv + Tṡtot

首先考虑无限短时间内 ATP 消耗量满足的不确定关系：

~σ2
j

(⟨ṅ⟩)2
≥

2kB
ṡtot

代入机械效率的表达式，推出：

η ≤
fv

fv + 2kBT
(⟨ṅ⟩)2

~σ2
j

前面的熵产生率大于 0 给出 (Δμ)2⟨ṅ⟩
2 ≥ f 2v2，代入上式进一步放缩：

ηs =
1

1 + 2kBT
fv

~σ2
j
(Δμ)2

First Passage Time
我们希望考察系统的某个流 J 首次穿过某个临界值 Jthr 的时间 Tfp(Jthr)，直观来想，在非平衡稳态上，Tfp 将几乎随着 Jthr 线

性增长，为了抑制这一点，定义 tfp =
Tfp

Jthr
，下面给出 tfp 的不确定关系。考察随机变量 tfp 尾部的分布，设它应当满足一个大

偏差原理：

p(Tfp,Jthr) ≈

为什么能这样假设呢？不失一般性，设 Jthr > 0，J 应当没满足大偏差原理：

⎧⎪⎨⎪⎩exp(−JthrI+ (
Tfp

Jthr
)) Jthr > 0

exp(JthrI− (
Tfp

Jthr
)) Jthr < 0



P(J,T ) = exp(−TI (J) ( J

T
))

“在时间点 t 之前穿越了阈值”和“在时间 t 的值大于阈值”二者是等价的，所以：

P(Tfp ≤ T ) ≈ P(J(T ) ≥ Jthr)

或者也可以说：

P(Tfp = T ) ≈ P(J(T ) = Jthr) ⇒ P(Tfp,Jthr) ≈ exp(−TfpI
(J) ( J

Tfp

))

代入 Tfp = Jthrtfp，得到：

P(Tfp,Jthr) ≈ exp(−tfpJ
thrI (J) ( 1

tfp
))

从而读出：

I+ (
Tfp

Jthr
) := I+(tfp) = tfpI

(J) ( 1

tfp
)

对于 Jthr < 0 的情况也是同样成立的。既然我们能给出速率函数之间的关系，我们一定能导出 Scaled CGF 之间的关系。我们
定义：

λ(k) = lim
T→∞

1

T
ln ⟨exp(KJ(T ))⟩ = sup

j

(kj − I (J)(j))

μ(q) = lim
Jthr→∞

1

Jthr
ln exp(qTfp) = sup

tfp

(qtfp − I+(tfp))

将上面推出的关系代入 μq 的表达式：

在第二个等号中，我们只是将哑变量 tfp 换成了 j。我们利用了首次通过时间 tfp > 0 这一性质。从而，对任意 j > 0 有：

μ(q) ≥
q − I (J)

j
⇒ −μ(q)j − I (J)(j) ≤ q ⇒ sup

j>0
(−μ(q)j − I (J)(j)) = −q

这直接给出：

λ(−μ(q)) = −q μ(−λ(k)) = −k

当然我们推出的是第一个式子，第二个式子是从 λ(k) = ⋯ 出发推出的结果。这意味着 λ(k) 和 μ(q) 几乎是互为反函数。从这
里可以给出各阶矩之间的关系。例如，第一个式子两侧同求一阶导，得到：

λ′(−μ(q)) ⋅ μ′(q) = 1 ⇒ λ′(0) ⋅ μ′(0) = 1

这意味着 j ⋅
1

tfp
= 1，也即单位流量的首达时间要与流量增长速度反比。

Fully Irreversible Processes
之前我们默认在 x → x′ 的跃迁允许时，逆向跃迁 x′ → x 也应当被允许。但是有时不是这样。举例：考虑 [t0, tf ] 间的一维布朗
运动，在某一时间 t 之前，粒子只能在 x 轴上的 [0,L0] 之间运行，但是 t 时间点后，L0 处挡板被撤掉，粒子将在 [0,Lf ] 之间

运行。这个过程中显然是没有外界对系统做功的，因此 ⟨exp(−
w

kBT
)⟩ = 1，但是，系统的自由能显然发生了变化（

μ(q) = sup
tfp>0

(qtfp − tfpI
(J) ( 1

tfp
))

= sup
j>0

(q 1

j
−

1

j
I (J)(j))

= sup
j>0
(
q − I (JH)(j)

j
)



ΔF = −TΔS = −kBT ln
Lf

L0
），因此 ⟨exp(−

ΔF − w

kBT
)⟩ = 1 不再成立。这个现象出现的原因是我们打破了微观可逆假

设：这意味着存在轨迹 x，使得 Px̂[λ̂] > 0 而 Px[λ] = 0。在这个例子中，对于那些在“关门”时间点后仍留在 [L0,Lf ] 中的反演
路径，它们对应的正向路径是不存在的。此时，正反路径概率之间的关系应该写为：

Px[λ] =

所以，此时的涨落关系变成：

这里的 prev 是可逆反向路径占所有反向路径的比例。对于我们这个例子，显然是 L0

Lf
。下面再举一个例子：考虑一个环上以

1 ∼ L 标记的 L 个态，只有 1 → L 的跳跃被禁止了，其余相邻跳跃均允许。那么仍然有 ⟨exp(−
stot

kB
)⟩ = prev，你可以大致

估计可逆反向路径的比例随着时间的变化：一个反向路径中只要包含从 L → 1 的跳跃，它对应的正向路径就不存在了。因
此，：

dprev

dt
≈ prev(t)(−pstLkL→1)

Optimal Protocol
我们经常要把系统从一个态移动到另一个态，设有控制协议 {λα(t)}，其中 {λα(t0)}, {λα(tf)} 都给定，希望找到耗散功
W diss = W − ΔF  最小的控制协议。只考虑近平衡态、缓慢操纵情形，给出如下结论：耗散功有如下形式：

Ẇ diss(t) = ∑
αβ

gαβ(λ(t))λ̇αλ̇β

仍然考虑像之前推导涨落耗散关系一样，对各个能级的能量进行线性的操纵：

Xα,x = −
∂ϵx
∂λα

那么：

gαβ(λ) =
1

kBT
∫

∞

0
dtCαβ(t,λ)

其中：

Cαβ = ⟨(Xα,x(t) − ⟨Xα,x(0)⟩
eq

λ
)(Xβ,x(0) − ⟨Xβ,x(0)⟩

eq

λ
)⟩

eq

λ

是控制协议为 λ 时，Xx,α 的平衡态关联函数。下面我们给出证明：首先，系统的耗散功

Ẇ diss(t) = Ẇ − Ḟ

分别求这里面的东西：单位时间外界对系统所做之功与能级的升高有关：

Ẇ = −⟨∑
α

λ̇αXα,x(t)⟩ := ∑
α

λ̇α⟨X⟩α,λ(t)

显然，在操纵过程中，系统的状态不是停在平衡态上，这里的均值不是对平衡态取的。

Ḟ = −kBT
1

Z
∑
x

exp(−
ϵx

kBT
)∑

α

dϵx
dλα

λ̇α = −∑
α

λ̇⟨X⟩eq
α,λ(t)

⎧⎪⎨⎪⎩Px̂[λ̂] exp( S tot

kBT
) x̂ is reversible (corresponding forward traj. exists)

0 x̂ is irreversible (corresponding forward traj. does not exist)

⟨exp(−
stot

kB
)⟩ = ∫ DxPx[λ] exp(−

stot

kB
)

= ∫
rev

DxPx̂[λ̂]

= prev



因此，我们首先得到：

Ẇ = −(∑
α

λ̇α⟨X⟩α,λ(t) −∑
α

λ̇α⟨X⟩eq
α,λ(t))

这是一个非常正常的结论：若系统不处在准静态上，就会有耗散。下面需要求出非平衡态上 ⟨X⟩α 相比于平衡态上差了多少。
根据 Kβα 的定义，我们知道：

在第二个等号中，我们利用了 Kβα 的因果性，第三个等号中我们进行了换元 s = t − t′。除此之外，我们现在的 Kβα 现在依赖
于 λ 了，这是因为我们之前推导标准的涨落耗散定理时，总是使用 λ = 0 时的系统作为未微扰的系统，推出了

Kβα = −
1

kBT
Cβα 的关系。而现在，我们将使用恒定控制协议 λ(t) 的系统作为未微扰的系统，从而（按照与之前相同方法推

出的） Kβα 和 Cβα 中都含有 λ。假定 Kβα 衰减得足够快（或者说操纵足够慢），那么可以直接使用如下近似：

λα(t − s) = λα(t) − sλ̇α(t)

那么：

⟨Xβ⟩λ(t) = ∑
λ

λα(t)∫
∞

0
dsKβα(s,λ) −∑

α

λ̇α(t)∫
∞

0
ds sKβα(s,λ)

注意，等式右边第一项是在 λα(t) 下的平衡态均值。下面求出所谓“平衡滞后量”：

回代立刻得到结论：

Ẇ diss(t) = ∑
αβ

λ̇αλ̇β(
1

kBT
∫

∞

0

Cβα(s,λ)ds) := ∑
αβ

gαβλ̇αλ̇β

因此，寻找最小耗散控制协议的问题变成了在黎曼流形上寻找测地线的问题。

Martingale
考虑随机过程 (X(t), Ft) ，对任意 t， X(t) 是 Ft 可测的，若 X(t) 满足：

E(X(t)|Fs) = X(s) t > s

则称 X(t) 是鞅。这意味着在知道了 [0, s] 这段时间的信息后，对 X(t) 的最佳估计就是 X(s)。设有取值为非负整数或正无穷的
随机变量 τ，若对任意 n ≥ 0，事件 {τ ≤ n} 是 Fn 可测的，则称 τ 是停时。有所谓鞅选样定理：若以下条件之一得到满足：

⟨Xβ⟩λ(t) = ∫
+∞

−∞
dt′∑

α

Kβα(t − t′,λ)λα(t′)

= ∫
t

−∞
dt′∑

α

Kβα(t − t′,λ)λα(t′)

= ∫
+∞

0
ds∑

α

Kβα(s,λ)λα(t − s)

ΔXβ(t) = ⟨Xβ⟩λ(t) − ⟨Xβ⟩
eq

λ(t)

= −∑
α

λ̇α(t)∫
∞

0
ds sKβα(s,λ)

=
1

kBT
∑
α

λ̇α(t)∫
∞

0
ds s

d

ds
Cβα(s,λ)

= −
1

kBT
∑
α

λ̇α(t)∫
∞

0
Cβα(s,λ)ds

停时有界（tstop < C）

停时的期望有界 （E[tstop] < V）且随机过程的增量有界（|X(t + Δt) − X(t)| < C）
随机过程本身有界（|X(t)| < C）
那么，我们得到：

E[X(tstop)] = E[X(0)]



考虑这个结果的一个实际应用。将停时设置为 c，也就是考察首次出现 exp(−
stot

kB
) ≥ c 的时间。这个停时有界，因此可以使

用上面的选样定理。对于那些一直没有出现 exp(−
stot

kB
) ≥ c 的路径，它们会一直熵增，在 t → ∞ 时有 exp(−

stot

kB
) → ∞，

由选样定理，设到达过 exp(−
stot

kB
) ≥ c 的路径占比为 Pc：

Pc ⋅ c + 0 = 1 ⇒ Pc =
1

c

这样的路径也是熵到达过 s̄ = −kB ln c 更小的路径，因此我们有：

P(inf stot ≤ s̄) ≈ exp(
s̄

kB
)

Random Time
对于连续系统的熵产生，我们有一种操作叫 Random Time Transformation，下面我们使用 Ito 微积分写被 FP 方程控制的系统
的熵产生。设单粒子服从的 Ito SDE ：

这意味着无论一个赌徒选择何种离场策略，期望上他都不可能从一个公平赌博中获利。

下面我们要证一个处于稳态的系统（不一定是精细平衡，可以是非平衡稳态），它的 exp(−
stot[x]

kB
) 是鞅。以 →x1 代表

[t0, t1] 间的轨迹，以 →x2 代表 [t1, t2] 间的轨迹，由于我们研究的都是马氏系统，我们准备求下面这个东西：

在第二个等号处，我们将熵产生拆成了两段；在第三个等号处，我们引入了一个新量：

Px|s1
=

∫ Dx1Px1
δ(stot[x1] − s1)δx(t1),x

∫ Dx1Px1δ(stot[x1] − s1)

它是已知在第一段中熵产生为 s1 的情况下，系统在 t1 时刻停在 x1 处的概率。利用我们已知的熵产生与路径似然的关系：

Px2|xt1
⋅ pxt1

Px̂2|xt
⋅ pxt2

= exp( stot[x2]

kB
)

代入上面的式子，可以消去一些东西：

这里的第三个等号有些微妙，实际上，我们这里写的 ∫ Dx2 ∫ Dx1Px2|xt1
Px1

 中的 ∫ Dx2 是对从 t1 时刻某一起点 xt1
 开始的

路径积分的。因此，从第二个等号到第三个等号中，我们实际上计算了到达 xt1
 的所有反向路径的比例。由于系统处于稳

态，正向、反向过程都不会改变稳态分布，因此这些路径的比例就是 pt1
。

⟨exp(−
stot[x]

kB
)| exp(−

stot[x1]

kB
)⟩ =

∫ DxPx exp(−
stot[x]

kB
)δ(stot[x1] − s1)

∫ DxPxδ(stot[x1] − s1)

=

∫ Dx1Dx2Px1Px2|xt1
exp(−

s1

kB
) exp(−

stot[x2]

kB
)δ(stot[x1] − s1)

∫ Dx1Dx2Px1
Px2

δ(stot[x1] − s1)

=

∫ Dx2 ∫ dxt1
Px2|xt1

Pxt1
|s1

exp(−
s1

kB
) exp(−

stot[x2]

kB
)

∫ Dx2Px2

⟨exp(−
stot[x]

kB
)| exp(−

stot[x1]

kB
)⟩ = ∫ Dx2 ∫ dxt1

Pxt1|s1

Px̂2|xt2
pxt2

pxt1

exp(−
s1

kB
)

= (∫ Dx2 Px̂2|xt2
pxt2

)∫ dxt1

Pxt1
|s1

pxt1

= pxt1
∫ dxt1

Pxt1
|s1

pxt1

= 1



dx = μp(−
∂

∂x
ϵ(x, t) + f(x, t))dt + √2Dξ(t)dt

其中 ξ(t)dt ∼ N (0, dtI)。简便起见，设 μP = 1，涨落耗散定理给出 D = kBT，此时写出一个粒子的内能变化：

dϵ = ∂tϵ(x, t)dt + ∂xϵ(x, t)dx + D∂ 2
xϵ(x, t)dt

外界对粒子所做之功：

dw = ∂tϵ(x, t)dt + f(x, t)dx + D∂xf(x, t)dt

最后出来这一项是因为：

(f(x + dx, t) − f(x, t))dx ≈ D∂xf(x, t)dt

那么，系统对外界放出的热：

dq = dw − dϵ = (f(x, t) − ∂xϵ(x, t))dx + D∂xf(x, t)dt − D∂ 2
xϵ(x, t)dt

使用 Ito 引理计算可知，该粒子的熵产生：

dstot = kB(−
2

p(x, t)
∂tp(x, t)dt +

J 2(x, t)

Dp2(x, t)
dt +

√2J

√Dp(x, t)
ξ(t)dt)

进一步使用 Ito 引理计算得到：

d{exp(−
stot

kB
)} = exp(−

stot

kB
)(

2

p(x, t)
∂tp(x, t)dt −

√2J

√Dp(x, t)
ξ(t)dt)

在稳态时，exp(−
stot

kB
) 显然是鞅。此外，令 dtrnd = dt ⋅ vs(x, t)，其中 vs(x, t) =

J 2(x, t)

Dp2(x, t)
，则我们有：

dstot

dtrnd
= kB(−

2∂tp(x, t)

p(x, t)vs(x, t)
+ 1 + √2ξrnd(trnd))

其中：

ξrnd(trnd)dtrnd := dWrnd = sign(J )√vsdWt := sign(J )√vsξ(t)dt

在稳态情况下，第一项消失，得到：

dstot

dtrnd
= kB (1 + √2ξrnd(trnd))

也就是说，对于被 FP 方程支配的系统在处于稳态时，如果我们在一个“内禀时钟” trnd 下观测，所有这样的系统的熵产率是一
致的。


