
随机热力学（书版）笔记重制-Day3：随机的热、熵与功
#StochasticThermaldynamics

Jump Rate, Manipulation and Driving
考虑被主方程控制的系统，下文中我们总是以 kxx′ := kx←x′  代表主方程中的跳率。现在考虑被主方程支配的系统：

d

dt
px(t) = ∑

x′≠x

kxx′px(t) − kx′xpx(t)

使用正则系综描绘这个系统，我们当然希望这个系统有稳态分布：

peq
x = exp( F − ϵx

kBT
)

而且我们希望这个稳态是精致平衡稳态，那么系统的跳率应当满足特定比例，这导致我们把跳率写成一个特定形式

kxx′

kx′x

= exp( ϵx′ − ϵx

kBT
) ⇒ kxx′ = wxx′ exp(−

ϵx − ϵx′

2kBT
), kx′x = wxx′ exp(−

ϵx′ − ϵx

2kBT
)

我们一般有两种方式控制这样的系统：要么使得各个能级的能量依赖于时变参数 λ(t)，ϵx = ϵx(λ)，这种方式称为操纵；要么
在系统从 x 态向 x′ 态转移时，一个外部 Agent 给系统输入 δx′x 的热量，然后这个热量立刻被热库吸收。这其实相当于改变了
两个态的能级差，或者说移动了其中一个态的能级。所以，这将影响系统的稳态分布/跳率之比：

kxx′

kx′x

= exp(−
ϵx(λ) − ϵx′(λ) + δx′x

kBT
) = exp(

ϵx′(λ) − ϵx(λ) + δxx′

kBT
)

换言之：

kxx′ = wxx′ exp(−
ϵx − ϵx′

2kBT
+

δxx′

kBT
), kx′x = wxx′ exp(−

ϵx′ − ϵx

2kBT
)

Work & Heat
考虑系统从状态 x0 跳到 xn 的过程，系统向热库放出的总热：

q[x] =
n

∑
k=1

qxkxk−1(tk) =
n

∑
k=1

(−ϵxk(tk) + ϵxk−1(tk−1) + δxkxk−1)

外界对系统做的总功：

w[x] =
n

∑
k=1

δxkxk−1
+

n

∑
k=0

∫
tk+1

tk

dt
dλ

dt

dϵk

dλ

立刻导出随机热力学第一定律：

w[x] − q[x] = ϵxf (tf) − ϵx0(t0)

Stochastic Entropy
我们知道，系综的玻尔兹曼熵被定义为

H[p] = −kB∑
x

px(t) log px(t)

可以理解为这是对系综中每个系统的熵平均得到的。所以我们可以认为一个系统的熵是:

ssys
x = −kB log px(t)

除了系统熵变，由于系统每跳一次还会从热库吸热或者向热库放热，所以每次热库熵变:

k



Δsres =
qxx′

T
= kB ln

kxx′

kx′x

下面计算系统的平均熵变。先看它不跳的时候：

dssys

dt
= −kB

d ln px

dt
= −kB

1

px

dpx

dt

这个系统以 px 概率处于 x 态，对系统处于各态的情况取平均：

⟨
dssys

dt
⟩ = ∑

x

−kBpx
1

px

dpx

dt
= −∑

x

kB
dpx

dt
= 0

所以系统在不跳的时候绝对不会产生熵。下面只考虑跳的时候产生了多少：单位时间内从 x′ 向 x 跳转的次数就是概率流
Jxx′ = ∑

x′(kxx′ − kx′x)，那么熵产生速率就是：

Ṡtot =
1

2
kB∑

xx′

Jxx′(t) ln
kxx′px′(t)

kx′xpx(t)

这里同时计算了每次跳跃时系统自身的熵变和热库的熵变。除以 2 是因为我们对所有 xx′ 均求和，这导致任意一次跳跃会被计
算两遍。

Linear Response Theory
我们要在一个特殊的模型下导出一个涨落-耗散关系。考虑处于平衡态的系统，将其可观测量以 Xα 表示，由于这个可观测量依
赖于系统的态，进一步记为 Xα,x。现操纵系统，使得系统的能级依赖于一系列参数 λα，具体而言：

ϵx(λ) = ϵx(0+) −
r

∑
α=1

λαXα.x

我们希望求出可观测量的均值随着时间的演化。也就是求出：

⟨Xβ⟩λ(t) = ∑
λ

Xβ,xpx(t, λ(t))

不失一般性，所有可观测量平移一下均值，使得在无穷远的过去有 ⟨Xα,x⟩ = 0。我们定义全程中第 α 个“通道”的操纵对第 β 个
变量均值的影响为 Kβα：

⟨Xβ,x⟩(t) = ∫
+∞

−∞
dt′∑

α

Kβα(t, t′)λα(t′)

这个影响系数有两个性质：

因果性：Kβα(t, t′) = 0，若 t′ > t

平移不变性：我们在下文中将使用小扰动假设，因此你可以视作我们将系统视作线性时不变系统，因此
Kβα(t, t′) = Kβα(t − t′)

设在无穷远过去，系统处于平衡态。随着时间逐渐走向 0，我们给系统施加逐渐变强的扰动，在 t > 0 时消失。扰动的形式
是：

λα(t) = λα(0−)θ(−t) exp(ϵt),   ϵ, λα(0) ≪ 1

由于这里的扰动非常之小，我们将使用准静态假设，即在扰动施加过程中系统时刻处于平衡态。因此，0− 时刻系统的概率
分布：

px(0−; λ(0−)) = peq
x (λ(0−)) = exp( 1

kBT
(F(λ(0−)) − ϵx(0−) +∑

α

λα(0−)Xα,x))

这里的自由能：



直接利用自由能的定义计算可知：

∂F(λ)

∂λα

= −⟨Xα,x⟩

但是更简单的计算方式是从配分函数出发：

所以 ∂F

∂λα

|(λ=0) = 0。将 0− 时刻位于各态之概率在 λα = 0 处展开，那么：

px(0−; λ(0−)) = peq
x (λ(0+) = 0)(1 +

1

kBT
∑

α

λα(0−)Xα,x)

扰动释放之后，系统开始向无扰动的平衡态弛豫。你可以认为 peq
x (0) 这部分不会演化（因为已经平衡了），剩下的部分演

化。本来在 x′ 态上，系统偏出平衡态的概率是 1

kBT
p

eq
x′ (0)∑α Xα,x′λα(0−)，设从 x′ 态到 x 态的传播子是 Gxx′(t)，那么：

px(t) = peq
x (0) +

1

kBT
∑

x′

Gxx′(t)∑
α

λα(0−)Xα,x′p
eq

x′ (0)

计算可观测量的均值随着时间的演化：

⟨Xβ,x(t)⟩ =
1

kBT
∑
xx′

Xβ,xGxx′(t)∑
α

λα(0−)Xα,x′p
eq
x′ (0)

同时你注意这个相关函数：

所以：

⟨Xβ,x(t)⟩ =
1

kBT
∑

α

⟨Xβ(t)Xα(0)⟩λα(0−)

考虑使用线性响应理论计算的均值：

⟨Xβ(t)⟩ = ∑
α

λα(0−)∫
0

−∞
dt′Kβα(t − t′) exp(ϵt′)

令 s = t′ − t：

F(p(t; λ)) = U − TS

= ∑
x

pxϵx − kBT ∑
x

px ln px

= ∑
x

px(ϵx(0+) −
r

∑
α=1

λαXα,x − kBT ln px)

∂F

∂λα

= −
1

β

∂ ln Z

∂λα

= −
1

βZ

∂Z

∂λα

= −
1

βZ
∑

x

(−β)
∂ϵx(λ)

∂λγ

exp(−βϵx(λ)))

= ∑
x

∂ϵx(λ)

∂λγ

peq
x (λ)

= −⟨Xα,x⟩

⟨Xβ(t)Xα(0)⟩ = ∑
xx′

Xβ,x′Xα,x′P(xt = x|x0 = x′)p
eq
x′ (0)

⟨Xβ(t)⟩ = ∑
α

λα(0−)∫
+∞

t

dsKβα(s) exp(ϵ(t − s))

= ∑
α

λα(0−)∫
+∞

t

dsKβα(s)



About Coarse-Graining
有很多时候，我们是对系统做了不止一层粗粒化。设我们观察的态 x 是由很多 ξ 态粗粒化做出来的。设（介观）态 x 有能量
ϵx，则：

peq
x =

1

Z
exp(−

ϵx

kBT
) =

1

Z
∑
ξ∈x

exp(−
ϵξ

kBT
)

所以反解出介观态的能量：

ϵx = −kBT ln(∑
ξ∈x

exp(−
ϵξ

kBT
)) = −kBT ln Zx

你可以看到，假如介观态是这样粗粒化得到的，那么其实 ϵx 并不是一个平均能量，而是一个被限制在 x 内的态活动的小系统
的自由能。重新计算一下这时通过操纵给系统做的功：

所以操纵功是没有问题的，仍然是 x 包含的一打状态的能量的均值，但是上面导出的随机热一定律会出现问题。考虑到在等温
的时候有：

F = U − TS ⇒ ΔU = ΔF + TΔS

我们可以把随机热修正为：

q cal[x] = q[x] − T

n

∑
k=1

(Stk(xk) − Stk−1(xk−1))

这里的 S 是 x 状态包含的小系统的熵。

还可以考虑粗粒化对熵造成的影响。首先考虑粗粒化态 x 不跳转的时候：如果一个 x 态中包含一堆 ξ 态，但是这些 ξ 态之间互
相没有概率流，那么这些态之间的跳不会导致熵产生。但是如果你的粗粒化抹去了一些态之间的概率流，这意味着你低估了熵
产生。在跳转的时候，从粗粒化后的尺度看，x, x′ 态间可能只被一条路径连接；而从 ξ 的尺度熵看可以有很多路径连接。以 r
标记这些路径，那么在小尺度上你看到的熵产率是：

Ṡ =
1

2
kB ∑

xx′,r

J
(r)
xx′ ln

k
(r)
xx′pst

x′

k
(r)
x′xpst

x

而在大尺度上，你只能观测到总计的概率流 Jxx′ = ∑
r

J
(r)
xx′  和总计的跳率 kxx′ = ∑

r
k

(r)
xx′，你观测到的熵产率是：

这里我们假设了 ϵ 足够小，以及响应函数的衰减足够快。对比得到，响应函数和相关函数的关系是：

∫
∞

t

Kβα(s)ds =
1

kBT
⟨Xβ(t)Xα(0)⟩ ⇒ Kβα(t) = −

1

kBT

d

dt
⟨Xβ(t)Xα(0)⟩θ(t)

w[x] =
n−1

∑
k=0

∫
tk+1

tk

dt
dλ

dt

∂ξxk

∂λ

=
n−1

∑
k=0

∫
tk+1

tk

dt
dλ

dt

∑ξ∈xk
exp(−

ϵξ

kBT
)(

∂ϵξ

∂λ
)

∑ξ∈xk
exp(−

ϵξ

kBT
)

= ∑
k

∫
tk+1

tk

dt
dλ

dt
⟨

∂ϵξ

∂λ
⟩eq

xk

Ṡ CG =
1

2
kB∑

xx′

Jxx′ ln
kxx′pst

x′

kx′xpst
x

=
1

2
kB∑

xx′

(∑
r

J
(r)
xx′)(ln(∑

r

k
(r)
xx′p

st
x′) − ln(∑

r

k
(r)
x′x

pst
x ))

≤ Ṡ



所以粗粒化以后，你对跳跃时熵变的低估是不可避免的。除了这种粗粒化方式之外，你还可以另一种被称为 “状态消除
（Decimation，这个词的原意是古罗马军队中的刑罚“十一抽杀律”）” 的方法。例如，考虑一个有过渡态的化反系统，其主方
程：

可以假设过渡态 f 的弛豫时间极短，从而它几乎时刻处于平衡：

ṗf = 0 ⇒ pf =
kf1p1 + kf2p2

k1f + k2f

代入后可得到 1, 2 两态的主方程，形式是：

其中

这里的 ϵ1 − ϵf  是从 1 态向 2 态跳跃所需的活化能。

Continuous System
下面我们考虑被 FP 方程控制的系统，假设单粒子服从 Ito SDE：

dx = μp (−
∂

∂x
ϵ(x, λ) + f(x, t))dt + √2Dξ(t)dt

其中 ξ(t)dt ∼ N (0, dtI)。简便起见，下文中令 D = kBTμp（这其实是一种涨落耗散定理，只有这样规定，我们才能解出
Boltzmann 分布）。这里的 λ = λ(t) 是操纵，代表了外部对能级的改变；f(x, t) 是驱动。首先考虑 λ = Const, f(x, t) = 0 的情
形。写出对应的 FP 方程：

∂tp(x, t) = −∇ ⋅ (p(x, t)μp (−∇ϵ(x, λ) + f(x, t))) +
1

2
(2D)∇2p(x, t)

无概率流的精致平衡解是：

p(x) =
1

Z
exp(−

μp

D
ϵ(x)) =

1

Z
exp(−

1

kBT
ϵ(x))

若 x 服从 Ito SDE，则计算 dF(xt) 时需要修正，但是若 x 服从 Stratonovich SDE 时则无需修正。我们先来验证这一点。考虑
两种 SDE 的互相转换：

dx = Adt + CdW ,   dx =
~

Adt +
~
C ∘ dW

两组系数间满足：

C =
~
C,  A =

~
A +

1

2
C

∂C

∂x

则考虑 Stratonovich SDE：

dx = Adt + C ∘ dW ⇒ dx = (A +
1

2
C

∂C

∂x
)dt + CdW

现在计算 dF(x)，由 Ito 公式：

ṗ1 = k1fpf − kf1p1

ṗf = kf1p1 + kf2p2 − (k1f + k2f)pf

ṗ2 = k2fpf − kf2p2

ṗ1 = k
eff
12 p2 − k

eff
21 p1

ṗ2 = k
eff

21 p1 − k
eff

12 p2

k
eff
21 ∝ exp(

1

2kBT
(ϵ1 − ϵf))

k
eff
12 ∝ exp( 1

2kBT
(ϵ2 − ϵf))



要证明在 Stratonovich 形式下无修正，只需要看看

dF(x) = F ′Adt + (F ′C) ∘ dW

这个东西转换成 Ito 形式是什么样子。考虑：

∂F ′C

∂F
=

∂F ′C

∂x

∂x

∂F
= (F ′′C + F ′C ′)

1

F ′

对应的 Ito 漂移系数是

F ′A +
1

2
F ′C(F ′′C + F ′C ′)

1

F ′
= F ′A +

1

2
(F ′′C 2 + F ′C ′C)

这就是用 Ito 公式求出的那个系数。基于 Stratonovich SDE 的这个特性，很多热力学量（比如外界对系统做的功）会使用

Stratonovich SDE 定义。为什么这样呢？考虑粒子处于一个势能场 V (x) 中，势场施加之外力是 −
∂V (x)

∂x
，dt 时间内粒子的势

能变化是 
∂V (x)

∂x
∘ dx 而不是 

∂V (x)

∂x
⋅ dx，为了使得势能变化量确实等于外界对系统做功的相反数，我必须将外界对系统做的

功定义成 −
∂V (x)

∂x
∘ dx。我们直接将这个对保守力的定义推广到非保守力的情况。则在 dt 时间内，系统的能量变化是：

dϵ =
∂ϵ(x, λ)

∂x
∘ dt +

dϵ(x, λ)

dλ

dλ

dt
dt

外界通过操纵和驱动，对系统所作之功是：

dw =
∂ϵ(x, λ)

∂λ

dλ

dt
+ f(x, t) ∘ dx

利用随机热力学的第一定律，可求出系统的产热速率：

dq = dw − dϵ = [−
∂ϵ(x, λ)

∂x
+ f(x, t)] ∘ dx = F(x, t) ∘ dx

考虑系统的熵产率：

定义概率流：

J (x, t) = p(x, t)μp (−
∂

∂x
ϵ(x, t) + f(x, t))− D

∂p(x, t)

∂x

那么推出：

dssys = kB (
J (x, t)

Dp(x, t)
∘ dx −

F(x, t)

kBT
∘ dx −

1

p (x, t)

∂

∂t
p(x, t))

结合前面的热产率，可以看出封闭系统的总熵产率是：

ṡtot = kB (
J (x, t)

Dp(x, t)
∘ dx −

1

p (x, t)

∂

∂t
p(x, t))

下面求整个系综中粒子的熵产率：

dF(x) = F ′(x)((A +
1

2
C

∂C

∂x
)dt + CdW)+

1

2
F ′′(x)C 2dt

= (F ′A +
1

2
F ′C

∂C

∂x
+

1

2
F ′′C 2)dt + F ′CdW

dssys = −kB
d

dt
ln p(x, t)

= −kB (
1

p(x, t)

∂

∂x
p(x, t) ∘ dx +

1

p(x, t)

∂

∂t
p(x, t))



利用概率流 J  在无穷远处消失的性质，上式可以写成：

⟨ṡtot⟩ = kB ⟨
J 2(x, t)

Dp(x, t)
⟩

⟨ṡtot⟩ = kB⟨( J (x, t)

Dp(x, t)
∘ dx −

1

p (x, t)

∂

∂t
p(x, t))⟩

= kB⟨(
J (x, t)

Dp(x, t)
∘ dx)⟩

= kB⟨
J (x, t)μpF(x, t)

Dp(x, t)
+√ 2

D

J (x, t)

p(x, t)
∘ (ξ(t)dt)⟩

= kB⟨
J μpF

Dp
+√ 2

D

J

p
⋅ (ξ(t)dt) +

1

D
( 1

p

∂

∂x
J dt −

J

p2

∂

∂x
pdt)⟩


