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Summary：Schrodinger Bridge 是一种典型的对粒子群体分布的随机最优控制问题，常被用于图像去雨、去雾等计算机视觉任
务，或粒子群体的随机插值等科学任务中。其路径空间表述（最小化受控过程与参考过程间的  散度）为我们提供了一种看
待问题的视角：从分布匹配层面上，Schrodinger Bridge 等价于一个熵正则化最优传输问题；从单粒子轨迹层面上，它要求取
定起点、终点后的单粒子路径是布朗桥。依赖这种视角，先进的 Flow Matching 范式被用于求解 Schrodinger Bridge 问题。然
而，对于更多没有路径空间表述的随机最优控制问题，这种“分布匹配-单粒子路径”的两层次分解视角难以推广，为 Flow
Matching 系列算法的设计带来了困难。本文在不利用 Schrodinger Bridge 路径空间表述的情况下，提出了一种"单粒子重整化-
路径混合"手续，还原了 Schrodinger Bridge 的两层次分解，为更广泛的粒子群体随机最优控制问题的求解提供了备选方案。

Schrodinger Bridge 与 Entropy Regularized OT 的关系
考虑 Schrodinger Bridge 问题中的 KL 分解：

其中，  是待求的路径空间的概率测度，  是路径空间的参考测度，  是待求的两个端点处的数据的联合分布，  是由参考
测度自然诱导出的端点处数据的联合分布。  是取定两端点后路径空间的概率测度。对于第二项，我们
总可以通过使得  与  完全相同来将其变成 0，下面只研究第一项。

对于参考过程是布朗运动、初始分布为  的情形（下文取 ，并记 ）：

展开 KL 散度：

其中  与  无关。因此，我们面对的新优化问题是：

约束条件是 。这是标准的熵正则化 OT 问题。

单粒子最优控制策略的求解

对于单粒子，我们可给出如下最优控制问题：

由于粒子必须在  时到达给定终点 ，因此有终端代价：

这里的硬终点约束对应无限控制代价；下文的 HJB 计算按有限终端惩罚趋于无穷的奇异极限理解。系统的 HJB 方程：
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求解  中内容的最小值来获得最优控制律与值函数的关系：

回代，得到可以求解值函数的 PDE：

有一些方法来求解这个 HJB 方程。首先，注意到这是一个线性动力系统，目标是二次型，因此该问题是典型的 LQR 问题，不
妨猜测它有二次型形式的值函数：

 是待求函数。计算其对  和  的各阶导数并回代到 HJB 方程中：

通过常数项和有关  的项前的系数等于 0，得到 Ricatti 方程和另一个方程：

在终端惩罚趋于无穷的极限下，常数 ，从而立刻看出极限控制律是布朗桥：

另一个方法是执行 Cole-Hopf 变换。取：

那么：

代入原方程化简后得到倒向热方程：

归一化奇异极限下的终端条件 ，从而直接读出其解，即其格林函数：

进而可得到和之前 （使用二次型假设）完全相同的最优控制律。

提取单粒子运行代价中的有限项

然而，直接将这个控制律代入控制目标并不会得到有限代价。尝试进行这个计算：我们需要的是
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我们知道，布朗桥的均值和方差是：

从而：

其中  是数据的维度。即时代价：

这个东西直接积分是要发散的，注意到发散是在  附近（控制律  需要抵抗恒定的扩散，将粒子拉向终点  处的 
分布，这需要无穷大的控制律） 考虑通过将终点时间截断到  的方式把发散项提取出来：

这里最后一项就是对数发散了。扣除对数发散项（下文中它会在混合代价中抵消）再令  得到单条布朗桥代价的有限部分

。

通过混合路径获得熵项

实际上，最优控制律  并不会将一个粒子移动到一个预先指定的固定终点。上面的发散在固定端点问题中是真实的，但
在混合代价有限时可以被抵消。此外，上面这种取定端点的研究方式无法找出熵正则化项。要想做到这两件事，我们需要混合

通向不同终点的布朗桥。考虑从  处出发的粒子，记 Transport Plan ，那么，传播子是 。如

果将从  出发的布朗桥进行混合，则这些布朗桥的密度：

 代表一条布朗桥的概率密度。取定当前位置 ，终点后验：

使用这个概率对控制律进行加权，得到只对起点取条件的控制律：

这个控制律可以正确地把从  出发的粒子运送到终点分布 ；再对起点按  混合，得到终点分布 。注意到：
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并且直接计算得到：

从而推出：

也就是：

此时，再考虑计算从  出发的一束到达不同终点的轨迹的控制代价：

我们需要拿到的是第二项，我们看看其余两项是什么东西。首先，第一项：

就是上文中求出的发散的布朗桥代价。通过直接计算，第三项可以写成：
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考虑将这一项与数据的熵

建立联系。考虑从  出发的传播子的熵的演化：

处理一下里面的各种东西：  可以用分部积分扔掉；第二项用分部积分把梯度符号转移到  上，获得 
，第三项  同样可以分部积分扔掉；第四项分部积分转移一个梯度符号，得到 

，从而继续上面的计算：

另外, 对于布朗桥有：

从而，刚才的  其实可以写成混合路径和布朗桥的熵差，直接计算得到：

从而这一项（这里使用了  时 ，并假设相应熵极限及分部积分成立）

这里，我们遇到了与从条件住  的控制代价中相同的发散项。两者相减，得到控制代价（保留与 coupling 无关的常数，
并取 ）：

其中 。最后，注意到：
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𝑥0

d

d𝑡
𝐻[𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)] = −∫ (𝜕𝑡𝑝𝑡)(1 + log 𝑝𝑡)d𝑥

= −∫ (−∇ ⋅ (𝑝𝑡𝑢𝜋) +
𝜎2

2
∇2𝑝𝑡)(1 + log 𝑝𝑡)d𝑥

∫ ∇ ⋅ (𝑝𝑡𝑢𝜋) log 𝑝𝑡 − ∫ 𝑝𝑡𝑢𝜋
⋅ ∇ log 𝑝𝑡d𝑥 ∫ ∇2𝑝𝑡 ∫ ∇𝑝𝑡 ⋅ ∇ log 𝑝𝑡
= ∫ 𝑝𝑡‖∇log 𝑝𝑡‖

2

d

d𝑡
𝐻[𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)] = −∫ 𝑝𝑡𝑢𝜋 ⋅ ∇ log 𝑝𝑡d𝑥+

𝜎2

2
∫ 𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)‖∇log 𝑝𝑡‖

2d𝑥

= −
1

𝑡
∫ (𝑥− 𝑥0) ⋅ ∇𝑝𝑡d𝑥−

𝜎2

2
∫ 𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)‖∇log 𝑝𝑡‖

2d𝑥

=
𝑑

𝑡
−

𝜎2

2
∫ 𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)‖∇log 𝑝𝑡‖

2d𝑥

𝐺(𝑡) := 𝐻[𝜌𝑥0,𝑥1𝑡 ] =
𝑑

2
log(2𝜋𝑒𝜎2𝑡(1 − 𝑡)) ⇒ 𝐺′(𝑡) =

𝑑

2
( 1

𝑡
−

1

1 − 𝑡
)

𝔼‖𝑢𝐵𝐵(𝑋𝑡) − 𝑢𝜋(𝑡,𝑋𝑡|𝑋0)‖
2

d

d𝑡
[𝐻 −𝐺] =

1

2𝜎2
𝔼𝑋(0)=𝑥0‖𝑢𝐵𝐵(𝑋𝑡) − 𝑢𝜋(𝑡,𝑋𝑡|𝑋0)‖

2

𝑡 ↓ 0 𝐻[𝑝𝑡(⋅|𝑥0)] −𝐺(𝑡) → 0

1

2
∫

1−𝛿

0
III(𝑡;𝑥0)d𝑡 = 𝜎2𝐻(𝑋1−𝛿|𝑋0 = 𝑥0) −

𝑑𝜎2

2
log(2𝜋𝑒𝜎2(1 − 𝛿)) +

𝑑𝜎2

2
log

1

𝛿

𝑥0,𝑥1
𝛿→ 0

1

2
∫

1

0

𝔼𝑋(0)=𝑥0‖𝑢𝜋(𝑡,𝑋𝑡|𝑋0)‖
2d𝑡 =

1

2
∫ d𝑥1 𝑞(𝑥1|𝑥0)‖𝑥1 − 𝑥0‖

2 − 𝜎2𝐻(𝑋1|𝑋0 = 𝑥0) + 𝐶𝜎

𝐶𝜎 =
𝑑𝜎2

2 log(2𝜋𝜎2)

𝐻(𝑋1|𝑋0 = 𝑥0) = −∫ d𝑥1 𝑞(𝑥1|𝑥0) log 𝑞(𝑥1|𝑥0)

= −∫ d𝑥1
𝜋(𝑥0,𝑥1)

𝜇0(𝑥0)
[log𝜋(𝑥0,𝑥1) − log𝜇0(𝑥0)]

𝑥0



所以再对  取期望：

其中 ，优化 coupling 时可以省略。

注意，在这里，我们得到的并不是原问题中的最优控制代价 ，如果你希望得到原问题的控制代价，还需要模

仿上文中的过程对起点进行一次混合。但是我们发现：对终点进行混合后，我们已经得到了正确的熵正则化最优传输问题，这
意味着，再进行一次起点的混合，我们其实会得到一个错误的结果（这里的“错误”是针对 Flow Matching 算法设计来说的，应
该使用第一次混合后的结果优化 Coupling）。

证明终点混合之后的控制代价是一个正确的 Surrogate Cost
上面，我们只对终点进行了混合，得到了控制律 ，但是 Schrodinger Bridge 的原问题要求我们给出一个不依赖于起
点的控制律 。我们继续完成这个混合，并且说明上面对终点混合后得到正确控制代价的巧合是如何出现的。考虑：

给定位置 ，起点的后验:

对起点混合后的速度：

对起点进行混合后，瞬时代价的降低：

下面我们要说明一个重要性质：在  刚好取得上述熵正则化最优传输问题的最优解  时，  对起点的依赖刚好消
去，也就是说此时使用混合起点的控制律或是不混合起点的控制律会得到相同代价。
具体而言，考虑乘子法求解上述熵正则化最优传输问题：

对 Transport Plan  变分，得到：

推出 Optimal Transport Plan 满足：

−𝔼𝑥0∼𝜇0𝐻(𝑋1|𝑋0 = 𝑥0) = ∫ d𝑥0d𝑥1𝜋(𝑥0,𝑥1) log𝜋(𝑥0,𝑥1) +𝐻[𝜇0] = −𝐻[𝜋(𝑥0,𝑥1)] +𝐻[𝜇0]

𝑥0

1

2
∫

1

0

𝔼𝑋0∼𝜇0‖𝑢𝜋(𝑡,𝑋𝑡|𝑋0)‖
2d𝑡 =

1

2
∫ 𝜇0(𝑥0)d𝑥0 ∫

1

0

𝔼𝑋(0)=𝑥0‖𝑢𝜋(𝑡,𝑋𝑡|𝑋0)‖
2d𝑡

=
1

2
∫ d𝑥0d𝑥1𝜋(𝑥0,𝑥1)‖𝑥1 − 𝑥0‖

2 − 𝜎2𝐻[𝜋(𝑥0,𝑥1)] + 𝐶

𝐶 = 𝜎2𝐻[𝜇0] + 𝐶𝜎

1

2
∫ 𝔼‖𝑢(𝑡,𝑋𝑡)‖

2

𝑢𝜋(𝑡,𝑥|𝑥0)

𝑢̄𝜋(𝑡,𝑥)

𝑝𝑡(𝑥) = ∫ 𝜇0(𝑥0)𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)d𝑥0

𝑥

𝜅𝑡(𝑥0|𝑥) =
𝜇0(𝑥0)𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)

𝑝𝑡(𝑥)

𝑢̄𝜋(𝑡,𝑥) = ∫ 𝜅𝑡(𝑥0|𝑥)𝑢𝜋(𝑥, 𝑡|𝑥0)d𝑥0

𝔼𝑥0∼𝜇0,𝑥∼𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)‖𝑢𝜋(𝑡,𝑥|𝑥0)‖
2 − 𝔼𝑥∼𝑝𝑡(𝑥)‖𝑢̄𝜋(𝑡,𝑥)‖

2 = 𝔼𝑥0∼𝜇0,𝑥∼𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)‖𝑢𝜋(𝑡,𝑥|𝑥0) − 𝑢̄𝜋(𝑡,𝑥)‖
2

𝜋 𝜋⋆ 𝑢𝜋(𝑡,𝑥|𝑥0)

J = ∫ (
1

2
‖𝑥0 − 𝑥1‖

2𝜋+ 𝜎2𝜋 log𝜋)d𝑥0d𝑥1

− ∫ d𝑥0𝜆0(𝑥0)(∫ d𝑥1𝜋(𝑥0,𝑥1) − 𝜇0(𝑥0))− ∫ d𝑥1𝜆1(𝑥1)(∫ d𝑥0𝜋(𝑥0,𝑥1) − 𝜇1(𝑥1))

= ∫ (
1

2
‖𝑥0 − 𝑥1‖

2𝜋+ 𝜎2𝜋 log𝜋− 𝜆0(𝑥0)𝜋− 𝜆1(𝑥1)𝜋)d𝑥0d𝑥1 +⋯

𝜋

𝛿J

𝛿𝜋
=

1

2
‖𝑥0 − 𝑥1‖

2 + 𝜎2 log𝜋+ 𝜎2 − 𝜆0(𝑥0) − 𝜆1(𝑥1)



其中

是布朗运动传播子。为求出 ，先求出 。考虑：

布朗桥的密度可以写成：

那么：

考虑到上文  和  的关系：

于是，我们得到了一个重要的结论：在最优 Coupling  处，对起点取条件的控制律  的起点依赖自动取消。因
此，此时对起点混合也不会引起控制代价的下降。这意味着我们对终点混合得到的控制代价是一个对真正控制代价的
Surrogate Model：除了在最优 Coupling  +布朗桥诱导的控制律处之外，对终点混合得到的控制代价都比真正的控制代价
高，因此优化上文中对终点混合的控制代价，就会得到最优 Coupling  和最优控制代价！

为什么会出现这个现象

我们发现了奇妙的现象：只混合终点，我们得到了与 KL 分解相同的结果：将 Schrodinger Bridge 问题表述成了熵正则化最优
传输问题；而混合两次之后控制代价再次下降，我们无法得到正确的结果。这是为什么呢？直观上，第一次混合只是允许起点
到达不同的终点，从而消除“将粒子的末时刻分布强行拉到  分布”这一行为带来的无穷大控制代价，但是如果取定终点，控
制律又回到布朗桥。然而第二次混合后，如果取定起点和终点，控制律一般不再是布朗桥（除非 Coupling 取为最优 Coupling
，此时取定起点的控制律自动取消对起点的依赖）。以上说法可以通过对第一次混合后的控制律做 Doob's h Transform 来验

证。

𝜋⋆ = exp(
𝜆0(𝑥0) + 𝜆1(𝑥1)

𝜎2
− 1 −

‖𝑥1 − 𝑥0‖
2

2𝜎2
) := 𝐴(𝑥0)𝑘1(𝑥0,𝑥1)𝐵(𝑥1)

𝑘𝑠(𝑥, 𝑦) = (2𝜋𝜎2𝑠)−𝑑/2 exp(−
‖𝑦− 𝑥‖2

2𝜎2𝑠
)

𝑢𝜋(𝑥, 𝑡|𝑥0) 𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)

𝑞⋆(𝑥1|𝑥0) =
𝜋⋆(𝑥0,𝑥1)

𝜇0(𝑥0)

=
𝐴(𝑥0)𝑘1(𝑥0,𝑥1)𝐵(𝑥1)

𝜇0(𝑥0)

=
𝐴(𝑥0)𝑘1(𝑥0,𝑥1)𝐵(𝑥1)

𝐴(𝑥0) ∫ 𝑘1(𝑥0,𝑥1)𝐵(𝑥1)d𝑥1

𝜌
𝑥0,𝑥1
𝑡 =

𝑘𝑡(𝑥0,𝑥)𝑘1−𝑡(𝑥,𝑥1)

𝑘1(𝑥0,𝑥1)

𝑝𝑡(𝑥|𝑥0) = ∫ 𝑞⋆(𝑥1|𝑥0)𝜌
𝑥0,𝑥1
𝑡 (𝑥)d𝑥1

=
1

∫ 𝑘1(𝑥0,𝑥1)𝐵(𝑥1)d𝑥1
∫ 𝑘1(𝑥0,𝑥1)𝐵(𝑥1)

𝑘𝑡(𝑥0,𝑥)𝑘1−𝑡(𝑥,𝑥1)

𝑘1(𝑥0,𝑥1)
d𝑥1

=
𝑘𝑡(𝑥0,𝑥)

∫ 𝑘1(𝑥0,𝑥1)𝐵(𝑥1)d𝑥1
∫ 𝑘1−𝑡(𝑥,𝑥1)𝐵(𝑥1)d𝑥1

𝑝𝑡(𝑥|𝑥0) 𝑢𝜋(𝑡,𝑥|𝑥0)

𝑢𝜋(𝑡,𝑥|𝑥0) =
𝑥− 𝑥0

𝑡
+ 𝜎2∇𝑥 log 𝑝𝑡(𝑥|𝑥0)

=
𝑥− 𝑥0

𝑡
+ 𝜎2∇𝑥 log 𝑘𝑡(𝑥0,𝑥) + 𝜎2∇𝑥 log(∫ 𝑘1−𝑡(𝑥,𝑥1)𝐵(𝑥1)d𝑥1)

= 𝜎2∇𝑥 log(∫ 𝑘1−𝑡(𝑥,𝑥1)𝐵(𝑥1)d𝑥1)

𝜋⋆ 𝑢𝜋(𝑡,𝑥|𝑥0)

𝜋⋆

𝜋⋆

𝛿(⋅)

𝜋⋆


